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PREDGOVOR

Ovaj udzbenik namijenjen je studentima prijediplomskog struénog studija Prehrambena
tehnologija Veleucilista ,,Marko Maruli¢® u Kninu. Vjerujem da se njime mogu koristiti i studenti
drugih Veleudilista u Republici Hrvatskoj koji imaju isti Izvedbeni nastavni plan i program
obveznog nastavnog predmeta Fizika.

U ovom je udzbeniku cjelovito gradivo koje prati Izvedbeni nastavni plan i program obveznog
nastavnog predmeta Fizika. Gradivo je rasporedeno u dvanaest nastavnih cjelina: Uvod u fiziku,
Kinematika, Dinamika, Energija i zakoni oCuvanja, Statika krutog tijela, Gibanje krutog tijela,
Gravitacija, Fluidi, Titranje, Valovi, Svjetlost, Uvod u kvantnu fiziku. U svakoj se cjelini nalazi
prilican broj rijeSenih primjera za svaku nastavnu jedinicu, a na kraju svake cjeline nalaze se
pitanja i zadaci prema kojima se studenti mogu pripremati za ispit. U udzbeniku se nalazi prili¢an
broj crteza, §to ¢e studentima omoguciti bolje razumijevanje fizikalnih zakonitosti.

Nadam se da ¢e studentima takoder znatno olaksSati pracenje nastave kao i samo studiranje te
pripremu za polaganje ispita jer je cjelokupno gradivo sakupljeno na jednom mjestu.

Knin, rujan 2022. mr. sc. JOSIP PAIC, visi predavaé



ISHODI UCENJA

CILJEVI PREDMETA, KOMPETENCIJE, ISHODI UCENJA I METODOLOGIJA
CILJEVI

Cilj predmeta je pripremiti studente za inzenjerske zahtjeve i tehnolosku procesnu praksu s kojom
¢e se susresti u svojem budu¢em radu.

KOMPETENCIJE

Opcée kompetencije

Studenti ¢e nakon izvrSenja svih aktivnosti moc¢i samostalno nadogradivati steCeno znanje
upotrebom informatickih tehnologija, prenositi znanje u druge predmete, primjenjivati znanje u
praksi te raditi samostalno i u timu.

Specificne kompetencije

Studenti ¢e nakon izvrSenja svih aktivnosti biti sposobni primjenjivati znanja iz kinematickih i
dinamickih pojmova i zakona u kontekstu mehanike i valova te uvodnih pojmova iz kvantne fizike
u svim podru¢jima inZenjerstva i u onim procesima gdje dolazi do razumijevanja nekoliko vrsta
prikaza (dijagram, graf, tablica, formula) i prijelaza iz jednog prikaza u drugi.

ISHODI UCENJA

Ocekuje se da ¢e nakon izvrSenja svih programom predvidenih obveza student mo¢i:

1. objasniti osnovne pojmove fizike te nacela 1 principe fizikalnih zakona;

2. usporediti osnovne fizikalne zakone;

3. usporediti vrste gibanja, vrste energije, vrste valova, valna i ¢esticna ponasanja;

4. primijeniti osnovna znanja o nacelima 1 principima fizikalnih zakona u kemijsko-
inzenjerskim analizama i izraCunima,

5. primijeniti Newtonove zakone, zakon o¢uvanja koli¢ine gibanja, zakon o¢uvanja energije,
zakone geometrijske optike, zakone zraCenja crnog tijela i fotoelektri¢ni ucinak u
rjeSavanju inZenjerskih problema.

Pristupi poducavanja i u¢enja u predmetu

Nastava obveznog predmeta Fizika ostvaruje se kroz predavanja i vjezbe. Na predavanjima se
usvaja teorijska podloga i obraduju karakteristicni primjeri te se naglasak stavlja na razumijevanje
gradiva. Kroz auditorne vjezbe, steCeno znanje primjenjuje se i nadograduje rjesavanjem zadataka
iz tehnicke prakse. Time se omogucava lakse savladavanje gradiva i obrada konkretnih fizikalnih
problema na znanstvenim osnovama. Cijeli proces poduc¢avanja bit ¢e usmjeren na studenta.



Izvedbeni nastavni program

1. Uvod — opée osnove

Kinematika

Dinamika

Energija i zakoni oCuvanja

Newtonov op¢i zakon gravitacije

Fluidi

Titranje i valovi

Optika

Struktura materije - uvod u kvantnu fiziku

© o N R WDN

ISHODI UCENJA
Objasniti osnovne pojmove fizike te nacela i principe fizikalnih zakona.

- Jednoliko i jednoliko ubrzano i usporeno pravocrtno gibanje

- Slobodni pad

- Newtonovi zakoni mehanike 1., I1., 11l. zakon)

- Energija (gravitacijska potencijalna, kineticka i elasti¢na potencijalna) i zakoni ocuvanja (zakon
ocuvanja energije i zakon ocuvanja koli¢ine gibanja)

- Rotacija krutog tijela (moment sile, temeljni zakon rotacije)

- Newtonov zakon gravitacije

- Hidrostatski 1 hidrodinamicki tlak, atmosferski tlak

- Pascalov i Arhimedov zakon

- Bernoullieva jednazba

- Titranje 1 valovi, zvuk, stojni val, Dopplerov u¢inak

- Zakoni geometrijske optike, zrcala, lece

- Zracenje uzarenog tijela, fotoelektriéni ucinak

Usporediti osnovne fizikalne zakone.

- Gibanja

- Newtonovi zakoni

- Zakon ocuvanja koli¢ine gibanja, zakon o¢uvanja energije
- Newtonov zakon gravitacije, sateliti

- Arhimedov i Pascalov zakon

- Zakoni geometrijske optike

- Zakoni zracenja uzarenih tijela i fotou€inak



Usporediti vrste gibanja, vrste energije, vrste valova, valna i ¢esticna ponasanja.

- Jednoliko i jednoliko ubrzano i usporeno gibanje, uzroci pojedinih vrsta gibanja, zakoni
oCuvanja, valnocCesti¢na svojstva elektromagnetskog zracenja i Cestica tvari

Primijeniti osnovna znanja o nacelima i principima fizikalnih zakona u kemijsko-
inZenjerskim analizama i izra¢unima.

- Gibanja

- Newtonovi zakoni

- Newtonov op¢i zakon gravitacije, sateliti
- Titranja i valovi

- Zakoni o¢uvanja

- Geometrijska i valna optika

- Fotoelektri¢ni u¢inak

Primijeniti Newtonove zakone, zakon o¢uvanja Kkoli¢ine gibanja, zakon ofuvanja energije,
zakone geometrijske optike, zakone zra¢enja crnog tijela i fotoelektri¢ni u¢inak u rjeSavanju
inZenjerskih problema.

- Trenje, kruzno gibanje

- Sudari

- Dopplerov uc¢inak, stojni val, rezonancija (mehanicka, akusti¢na, elektri¢na)
- Elektromagnetski valovi, televizija

- Naocale, oko, dioptrija

- Hidrauli¢ni strojevi, Venturijeva cijev

- Fotocelija



1. UVOD U FIZIKU

Rijec fizika potjeCe od grcke rijeci @uoil (fizis), Sto znaci priroda, zato se fizika zvala 1 filozofija
prirode. Fizika je prirodna znanost koja proucava ono S ¢ime se susre¢emo u prirodi. Ona proucava
zbivanja u prirodi i objaSnjava njihove uzroke.

Mozemo reci da je fizika osnovna prirodna znanost koja proucava opca svojstva i zakone gibanja
materije od gibanja tijela do strukture i svojstava fizikalnog prostora i polja. Ona proucava
mikrosvijet (elementarne cestice, atome, molekule) i makrosvijet (tijela na Zemlji, planeti,
zvijezde...).

Nadalje, mozemo rec¢i da je fizika sve ono ¢ime se bave fizicari jer upravo fizicari nastoje otkriti
zakone ponasanja materije te do¢i do spoznaja koje se mogu primijeniti u tehnici, gospodarstvu 1
u drugim ljudskim djelatnostima. Primjerice, otkri¢e tranzistora (1947.) osnova je za konstrukciju
racunala, otkri¢e lasera (1960.) vodi do novog oruda za obradu i analizu materijala, otkrice
organskih vodica i vodljivih plastika (1978.) i visokotemperaturne supravodljivosti (1986.) vode
do novih kvalitetnijih industrijskih materijala itd.

Fizika ima znaCajnu ulogu u stru¢nom studiju Prehrambena tehnologija u izobrazbi
prvostupnika/prvostupnica Prehrambene tehnologije jer poznavanjem fizikalnih zakona studenti
Prehrambene tehnologije mnogo lakse savladavaju predmete struke, putem nastave fizike formira
se znanstveni pogled na svijet, a fizikalni na¢in razmisljanja omoguéuje bolji pristup rjeSavanju
razli¢itih problema u struci. Danas je fizika ziva i vrlo dinami¢na znanost jer tijekom jedne godine
fizicari objave nova znanstvena otkri¢a na vise od milijun stranica u medunarodnim znanstvenim
Casopisima, knjigama i na internetu.

Fizika je eksperimentalna znanost i zasniva se na promatranju prirodnih pojava, izvodenju
eksperimenata i mjerenju. Ponekad se do nekog fizikalnog zakona moze do¢i teorijski, a potom ga
eksperimentalno provjeriti.
Fizikalne zakonitosti simbolicki najlakSe izrazavamo matematicki, pomocu formula. Matematika
sluzi da se fizikalni zakoni izraze jasno i precizno, da se povezuju i izvode jedan iz drugoga.

Fizika se dijeli na klasi¢nu 1 modernu. Klasi¢na fizika temelji se na Newtonovim aksiomima do
kojih je Newton doSao u 17. stoljeu. Mnogi fizicari 19. stolje¢a smatrali su da klasicna fizika
moze objasniti sve pojave u prirodi. Medutim, krajem 19. 1 poc¢etkom 20. stolje¢a neke pojave
klasi¢na fizika nije mogla objasniti (npr. zraenje crnog tijela, fotoucinak itd.). Tada se pojavljuje
moderna fizika: kvantna fizika i teorija relativnosti.

Zbog povijesnih razloga, fizika se dijeli po podru¢jima: mehanika, toplina, elektromagnetizam,
optika, atomska fizika, nuklearna fizika, da navedemo samo neka. U ovom udzbeniku obradit ¢e
se dio fizike prema Izvedbenom nastavnhom planu i programu obveznog nastavnog predmeta
,Fizika®“ za prijediplomski stru¢ni studij Prehrambena tehnologija Veleucilista u Kninu.



1.1. MJERENJE U FIZICI

., ... Kada ono o cemu govorite mozete i izmjeriti i izraziti brojevima, tada znate nesto o tome;
kada to ne mozete izmjeriti, tada je vase znanje oskudno i nedovoljno...

William Thomson, lord Kelvin (1824. — 1907.)
Mjerenje ima vrlo vaznu ulogu u fizici kao i u ostalim prirodnim znanostima jer je ono neophodno.

Mjeriti neku fizikalnu veli¢inu znaci odrediti broj koji pokazuje koliko puta ta veli¢ina sadrzi
istovrsnu veli¢inu dogovorom uzetu kao jedinicu.

Uz taj odredeni broj uvijek treba staviti jedinicu koja mu daje fizikalno znacenje. Definicija
jedinice mora biti to¢na, tako da prema njoj mozemo uvijek ostvariti fizikalnu veli¢inu koja ¢e po
dimenzijama odgovarati definiranoj jedinici.

Jedinice mogu biti osnovne i izvedene. Osnovne jedinice definiramo neovisno o ijednoj drugoj
jedinici. Izvedene jedinice izvodimo iz osnovnih. Osnovne jedinice i sve koje su iz njih izvedene
Cine sustav jedinica.

Na 11. Generalnoj konferenciji za utege i mjere 1960. godine prihvac¢en je Medunarodni sustav
jedinica, Sl sustav (System International) i preporuceno je da se upotrebljava u svim podrué¢jima
znanosti i tehnike. Od 1. srpnja 1976. upotreba ovog sustava postala je obvezna u Hrvatskoj u
javnom prometu.

Osnovne fizikalne veli¢ine i1 njima odgovarajuce jedinice Medunarodnog sustava jedinica (Sl) su:

Fizikalna veli¢ina i znak Mjerna jedinica i znak
duljina (1) metar, m

masa (m) kilogram, kg

vrijeme (t) sekunda, s

jakost elektri¢ne struje (1) amper, A

termodinamicka temperatura (T) kelvin, K

jakost svjetlosti (1) kandela, cd

mnozina ili koli¢ina tvari (n) mol, mol

Tablica 1.1. Osnovne fizikalne veli¢ine i jedinice medunarodnog sustava jedinica Sl-ja

Najcesc¢e su osnovne veli¢ine duljina, masa i vrijeme, a njihove su osnovne jedinice metar,
kilogram 1 sekunda, pa ¢emo dati samo njihove definicije.



Metar je duljina puta koju u vakuumu svjetlost prijede za vrijeme 1 sekunde.
299792458

Kilogram se definira pomocéu Planckove konstante h = 6,62607015-107 [Js = kg m?s™]

(1kg= hves ), gdje su metar i sekunda definirani odnosima c i Avcs, € brzina svjetlosti u vakuumu,

c2

a Avcs je hiperfina prijelazna frekvencija cezijevog atoma *3Cs.

Sekunda je trajanje 9192631770 razdoblja zracenja koje nastaje pri prijelazu elektrona izmedu
dviju hiperfinih razina osnovnog stanja atoma 33Cs.

Iz osnovnih jedinica mogu se izvesti jedinice za sve ostale fizikalne veli¢ine pomocu algebarskih
izraza, matematickim operacijama. Tako je mjerna jedinica za silu, koja ima naziv njutn (N),
definirana pomoc¢u osnovnih jedinica za masu, duljinu i vrijeme, iz drugog Newtonovog zakona:

F=mal[kgms2=N]

Dodavanjem odredenih predmetaka osnovnim jedinicama dobivamo njihove decimalne dijelove i
visekratnike, npr. 1 cm = 102 m, ms = 107 s itd. Medunarodno prihvaéeni predmeci navedeni su
u tablici 1.2.:

Predmetak | Znak | Vrijednost | Predmetak | Znak | Vrijednost
deci D 10" deka da 10t
centi C 10 hekto h 102
mili M 103 kilo k 10®
mikro M 10° mega M 10°
nano N 10° giga G 10°
piko P 1012 tera T 10%?
femto F 101 peta P 10%
ato A 1018 eksa E 108
zepto z 10 zeta Z 10%
jokto Y 1024 jota Y 102

Tablica 1.2. Predmeci za tvorbu decimalnih jedinica



Vrlo veliki i vrlo mali iznosi veli¢ina obi¢no se iskazuju znanstvenom notacijom pomocu potencije
baze deset. Tako je brzina svjetlosti:

€ =299792458 mst ~3-108ms?

Na radunalima je znanstvena notacija kraca, ¢ =3E8 m s, a E ovdje oznatava eksponent
potencije.

Takoder se obi¢no rabe prefiksi, npr. polumjer Zemlje je: R = 6370000 = 6370 km.

Napomenimo da zakon dopusta i neke jedinice izvan medunarodnog sustava jedinica u podru¢jima
u kojima su neophodne. To su: ¢vor, morska milja, ar (a), hektar (ha), litra (L), stupanj (°), atomska
jedinica mase (u), minuta (min), sat (h), dan (d), vatsat (Wh), elektronvolt (eV), Celzijev stupanj
(°C), bar (bar) i jos neke.

U fizici mjerimo pomocu raznih instrumenata uz upotrebu svojih osjetila, odredujuc¢i mjerni broj.
Ni instrumenti ni naSa osjetila nisu savrSeni. Uzastopnim mjerenjem iste veli¢ine istim
instrumentom 1 na isti nain dobit ¢emo razliCite rezultate zbog neizbjeznih pogresaka pri
mjerenju. PogreSke mogu biti sustavne, slucajne 1 grube. Ograni€it ¢emo se na izraCunavanje
slu¢ajnih pogresaka.

Neka su podaci mjerenja neke duzine: Iy, Iz, I3, ..., In.

L+ +1+. 41,
n

Njihova srednja vrijednost jest: | =
Odstupanje pojedinog mjerenja od srednje vrijednosti svih mjerenja zove se apsolutna pogreska
pojedinog mjerenja: Al, =1 —1,; Al, =1 -1,; Al, =T —1, itd., $to opéenito piSemo

Al =1-1

Apsolutna vrijednost najve¢eg odstupanja od srednje vrijednosti zove se maksimalna apsolutna
pogreska Alm, pa rezultat pisemo:

Znaci da vrijedi:
[+Al >1>T-Al

Medutim, maksimalna apsolutna pogreska Alm nije nam uvijek prava mjera za procjenu koliko
smo pogrijesili. Zato moramo uzeti u obzir i maksimalnu relativnu pogresku koja nam pokazuje
koliki je utjecaj pogreske pri mjerenju, a jednaka je kvocijentu maksimalne apsolutne pogreske i
srednje vrijednosti svih mjerenja, §to mozemo izraziti u postocima:



rm _ Allm Z(Allm looj%

Ve¢ su stare civilizacije poznavale mjerne jedinice i1 koristile se osnovnim mjerenjima (vaganje
zlata u starom Egiptu, mjerenje mase; pisar — mjernik u starom Egiptu, mjerenje duljine; kalendar
Azteka, mjerenje vremena).

Navedimo primjer primjene starih jedinica: kada je Fidipid tr¢ao od Maratona do Atene 490.
godine prije Krista da bi obavijestio o grékoj pobjedi nad Perzijom, tr¢ao je otprilike brzinom od
23 rajda na sat. Izrazite tu brzinu u km h'* i m s1? (Rajd je starogréka mjera za duljinu; 1 rajd = 4
stadija, 1 stadij = 6 pletrona, 1 pletron = 30,8 metara).

Rjesenje:
parada _ ,qastadija _ o, 6pletrona _ ., 308M _ 544, g M _ 170916 KM _ 4 7907 ™
h h h h s
ZADACI ZA VIJEZBU

1. Antarktik je priblizno polukruznog oblika s polumjerom od 2000 km. Srednja debljina
ledenog pokrivaca je 3000 m. Koliko leda sadrzi taj kontinent?

Rjesenje:

2 6 2
v_r 27zh _ (2-10°) .23,14.3000 _1885.10% m?

m= pV =920kgm™ -1,885-10"°kg

2. Unutra$nje stube imaju gaziste Sirine 23 cm, a svaka je stuba visoka 19 cm. Smatra se da
bi spustanje niz stube bilo sigurnije da je gaziste Sirine 28 cm. Za odredene stube ukupne
visine 4,57 m, koliko dalje u sobi bi se stube protezale pri njihovu dnu nakon promjene
gaziSta?

Rjesenje:

457cm

Broj stuba =
19cm

24

Duljina koju zauzimaju Iy = 24:23 = 552 cm
Duljina sigurnijih stuba > =24:28 =672 cm

Povecanje duljine stuba Al =1 -1; =120 cm



3. Astronomska jedinica (AJ) je srednja udaljenost Zemlje od Sunca (1 AJ = 1,5:10% km).
Brzina svjetlosti u vakuumu je ¢ = 3-108 m s, Izrazite je u AJ min™.

Rjesenje:

1A
8
c=3108mst=3105kmst=310° <™ —1g0.10° K™ —1g0.10° 210"

m min min

60
5
c= M =0,12AJ min™
1,5-10° min

4. Ako pretpostavite da duzina dana jednoliko raste za 0,0010 s u jednom stoljecu, izracunajte
ukupni u¢inak na mjerenje vremena tijekom 20. stoljeca.

5. Zemlja ima masu 5,98-10% kg. Srednja masa atoma od kojih je izgradena Zemlja je 40 u.
Koliko atoma sadrzi Zemlja? (u = 1,6605402-102" kg, m masa Zemlje, ma masa atoma).

Rjesenje:

y oM _589-10%ks  589-10* kg

. =9.10% at
mg 40u 40 -1,6605402 - 102 kg atoma

6. Fina zrna pijeska plaze na Jadriji priblizno su kuglice polumjera 50 um, a izgradena su od
silicijevog dioksida gustoée 2600 kg m=. Koliku masu pijeska treba uzeti da ukupna
povrsina svih pojedinih zrnaca bude jednaka 6 m??

Rjesenje:
_ A 4r'z _ Apr _6m’-2600kgm-50-10"°m
atz P73 3 3

m:n'ml=AA~le = 0,26kg
1

Tablica 1.3. Primjeri suvislih izvedenih jedinica Sl-ja koje su izrazene pomoc¢u osnovnih jedinica

Izvedena veli¢ina Izvedena suvisla jedinica Sl-ja
Naziv Znak Naziv Znak
plostina A kvadratni metar m?
obujam V kubi¢ni metar m?
brzina v metar u sekundi ms?
ubrzanje a metar u sekundi na kvadrat ms?
valni broj k recipro¢ni metar m?
gustoc€a, gusto¢a mase P kilogram po kubi¢nom metru kg m?




povrsinska gustoca kilogram po kvadratnom metru kg m2
specifi¢ni obujam kubicni metar po kilogramu mikg?
gustoca struje amper po kvadrathom metru Am?
jakost magnetskog polja amper po metru Am?
mnozinska koncentracija mol po kubi¢nom metru mol m3
masena koncentracija Py kilogram po kubi¢nom metru kg m3
osvjetljenje kandela po kvadratnom metru cd m?
indeks loma (broj) jedan 1
relativna permitivnost (broj) jedan 1

Tablica 1.4. Izvedene suvisle jedinice Sl-ja s posebnim nazivima i znakovima

Izvedena suvisla jedinica Sl-ja

Izvedena veli¢ina Naziv Znak Izrazena Izrazena
pomocu pomocu
drugih osnovnih
jedinica Sl-ja | jedinica Sl-ja
ravninski kut radijan rad 1 mm'=1
prostorni kut steradijan sr 1 m?m?=1
frekvencija herc Hz st
sila njutn N m kg s
tlak, naprezanje paskal Pa N/m? m? kg s?
energija, rad, koli¢ina topline dzul J N m m? kg s
snaga, izradeni tijek vat W JIs m? kg s
elektri¢ni naboj, koli¢ina elektriciteta kulon C SA
razlika elektri¢nih potencijala, volt \% W/A m2 kg s® Al
elektromotorna sila
kapacitet farad F CIv m2kg?ts* A2
elektri¢ni otpor om Q VIA m2 kg s3 A2
elektri¢na vodljivost simens S AV m2kg?s® A2
magnetski tijek veber Wb Vs m? kg s2 A?
gusto¢a magnetskog tijeka tesla T Wh/m? kgs? Al
indukcija henri H Wh/A m? kg sZ A2
Celzijeva temperatura Celzijev °C K
stupanj
svjetlosni tijek lumen Im cd sr cd
osvjetljenje luks Ix Im/m? mcd
aktivnost radionuklida bekerel Bq st
apsorbirana doza, specifi¢na (predana) grej Gy Jikg m?2 s
energija, kerma
ekvivalentna doza sivert Sv J/kg m2 s
kataliticka aktivnost katal kat st mol




Tablica 1.5. Jedinice izvan Sl-ja koje se upotrebljavaju sa SI-jem

Veli¢ina Naziv jedinice | Znak jedinice Vrijednost u;zdlnlcama SI-
vrijeme, trajanje | minuta min 1min=60s
sat h 1 h=60min=3600s
dan d 1d=24h=86400s
ravninski kut stupanj ° 1° = (n/180) rad
minuta 1'=(1/60)° = (/10 800) rad
sekunda 1" = (1/60)"' = (n/648 000) rad
plostina hektar ha 1 ha=1hm?=10*m?
obujam litra L, I 1L=1dm3=10%m?®
Masa tona t 1t=10%kg
Tablica 1.6. Greki alfabet
Veliko | Malo Veliko | Malo
Ime slova Ime slova
slovo | slovo slovo | slovo
Alfa A a | Ni N v
Beta B £ | Ksi = 3
Gama I 4 Omikron O 0
Delta A o |Pi IT T
Epsilon E ¢ Ro P P
Zeta Z g Sigma > (03
Eta H n Tau T T
Theta ® 9 Ipsilon Y )
Jota I l Fi o 0, ¢
Kapa K x Hi X y4
Lambda A A Psi ¥ 74
Mi M 2/ Omega (@) )




Intuitivni i formalni modeli

Kroz osnovnu i srednju Skolu ucenici stjeCu znanja 0 pojavama i zakonitostima u prirodi.
Dolaskom na studij iste te pojave i zakonitosti ponovo izu¢avaju. Medutim, nije neobicno da
njihove pretpostavke i hipoteze o tim pojavama jo§ uvijek nisu ispravne, tako da na temelju
intuicije pogresno odgovaraju na pojedina pitanja. Navedimo nekoliko primjera.

Primjer 1. Kada se tijelo izbaceno vertikalno uvis nade u najvisoj to¢ki putanje, vecina studenata
bi odgovorila da je brzina tijela i njegova akceleracija jednaka nuli. Medutim, to¢an odgovor glasi:
ukupna sila na tijelo u svim tockama putanje, ukljucujuci i najvisu tocku, je sila teza. Zbog toga
tijelo i u najvisoj tocki ima akceleraciju g ¢ija je orijentacija uvijek prema sredistu Zemlje.

Primjer 2. Kada se tijelo nalazi na podlozi, ve¢ina bi zakljucila da je sila reakcije podloge F,

protusila sili tezi lfg na tijelo. Medutim, to¢an odgovor glasi: silom i protusilom medudjeluju dva

tijela, a ovdje je rije¢ o dvjema silama na tijelo. Ako podloga djeluje na tijelo silom reakcije, sila
akcije je sila kojom tijelo djeluje na podlogu.

Slika 1. Uz primjer 2.
Ove nesvjesne hipoteze do kojih dolazimo na temelju intuicije nazivamo intuitivni modeli.

Pravilna objaSnjenja gornjih primjera temelje se na fizikalnim zakonitostima i nazivamo ih
formalni modeli. Promatranje i mjerenje moraju biti kljucni test provjere modela koji dovode do
stvaranja fizikalnih zakona.



2. KINEMATIKA

2.1. PRAVOCRTNA GIBANJA

Gibanje je jedno od bitnih svojstava tvari. Za neko tijelo kazemo da se giba ako mijenja svoj
polozaj u odnosu na neko drugo tijelo ili referentni sustav. Sustav u odnosu na koji promatramo
gibanje tijela zove se referentni sustav.

Dio mehanike koji proucava gibanje tijela bez obzira na uzroke zove se kinematika. U kinematici
gibanje opisujemo samo matematicki, odredujuci put, pomak, brzinu i akceleraciju u ovisnosti o
vremenu.

Pri opisivanju gibanja tijela u kinematici ogranicit ¢emo se na materijalnu tocku, tj. zanemarit
¢emo dimenzije tijela i Citavo tijelo predociti jednom tockom u kojoj je skupljena sva masa tijela.
Polozaj tijela ovisi o izboru referentnog sustava (sustava u kojem opisujemo gibanje) koji
proizvoljno odabiremo. Najée$ce ga vezemo uz Zemlju, odnosno uz nas laboratorij (laboratorijski
sustav). Polozaj materijalne tocke mozemo odrediti pomoéu njezinih koordinata ili
radijusvektorom u pravokutnom Kartezijevom sustavu (slika 2.1.) Neka se tijelo pomaklo iz tocke
A u tocku B. Trag koji materijalna tocka ostavlja pri gibanju zovemo putanja. Udaljenost od tocke
A do tocke B mjerena duz putanje po kojoj se tijelo giba je put 4s, a vektor Ar = r, —r, usmjeren
od pocetnog polozaja prema kona¢nom polozaju, koji je iznosom jednak udaljenosti tih dvaju
polozaja, je pomak. Pomak je, zapravo, promjena vektora polozaja. Put je skalarna veli¢ina i
gibanjem tijela uvijek raste, dok se pomak moze povecéavati i smanjivati tijekom gibanja. Put i
pomak iznosom su jednaki ako tijelo ne mijenja orijentaciju gibanja.

Gibanja s obzirom na njihovu putanju mogu biti pravocrtna i krivocrtna.

Slika 2.1. Odredivanje puta i pomaka materijalne tocke



Pri opisivanju pravocrtnog gibanja, koordinatni sustav obi¢no odabiremo tako da se njegova os X
poklapa s pravcem gibanja, pa preostale dvije koordinate nisu potrebne. Tada se pomak obiljezava

s Ax i jednak je AX =X, — X, (slika2.2.).
Primjer 1.

Neka se ¢ovjek pomaknuo iz pocetnog polozaja P s koordinatom Xp =5 m do polozajax=-4m, a
zatim do konac¢nog polozaja K s koordinatom Xk = 1 m. Koliki su put i pomak ¢ovjeka?

Putje: AS=9m+4m=13m
Pomak je: AX=Xk—Xp=1m-5m=-4m

Pomak je vektorska veli¢ina koja moZe imati pozitivnu i negativnu orijentaciju.

o Lo
v

Slika 2.2. Put i pomak na istom pravcu

Primjer 2.

Student hoda 2 km u smjeru juga, zatim 2 km prema istoku i 1 km prema sjeveru. Koliki
je ukupni prijedeni put i koliko iznosi ukupni pomak?

AsS=s1+s+s3=2km+2km+1km=5Kkm

Ar = J(Ax? +(ay)? = /(tkm)? + (2km)? = v/5km

Slika 2.3. Put i pomak u prostoru



2.1.1. Nejednoliko pravocrtno gibanje

Kod pravocrtnog gibanja, vektor pomaka moze imati pozitivnu i negativnu orijentaciju, pa ¢emo
njegovo vektorsko obiljezje oznacavati pozitivnim i negativnim predznakom. Ako tijelo uvijek
ima istu orijentaciju, tada je iznos pomaka jednak prijedenom putu.

Problem brzine

Da bismo laks$e objasnili pojam brzine, promatrat ¢emo gibanje uvijek iste orijentacije, pri cemu
se iznos puta 1 pomaka tijekom vremena mijenja na isti nacin.

Nije lako odgovoriti na pitanje §to je brzina.

U ,, The Feynman Lectures in Physics“ R. P. Feynmana, ameri¢kog fizi¢ara-nobelovca nalazimo

prepirku izmedu vozacice i policajca u kojoj joj on pokusava objasniti da je vozila brzinom 90 km/
h.

,, Gospodo, Vi ste prekrsili pravila voznje kroz grad. Vozili ste brzinom od 90 km /R

,, Oprostite, to nije moguce. Kako sam mogla voziti 90 km h™* kad vozim tek 7 minuta“*?

., Radi se o tome, gospodo, da biste za 1 h presli 90 km kad biste nastavili voziti na isti nacin“.
,,Kad bih ja nastavila voziti kako sam vozila jos cijeli sat, naletjela bih na zid na kraju ulice !

., Vas je brzinomjer pokazivao 90 km h™'"

., Moj je brzinomjer pokvaren i odavno ne radi.

Vidimo da policajac nije uspio objasniti vozagici §to je to brzina od 90 km ht. Pokusat ¢emo mi
to uCiniti.

Kada automobil prijede put (Sibenik - Split) od 90 km za 1,5 h, njegova je srednja brzina 60 km
h™. Zna¢i li to da je ta brzina bila stalna na cijelom putu? Svakako da stalno nije iznosila 60 km h”
! Kada je ulazio u zavoj, morao je smanjiti brzinu; na pravocrtnom dijelu ceste poveéavao ju je;
kada je naiSao na semafor, morao je automobil zaustaviti itd. Znaci, brzina se tijekom putovanja
mijenjala. Takvo gibanje zovemo nejednoliko gibanje. Pri nejednolikom pravocrtnom gibanju iste
orijentacije, orijentacija brzine stalna je, ali se njezin iznos tijekom vremena stalno mijenja, pa
nam je to gibanje najlakse opisati srednjom brzinom po putu ili po pomaku. Pri gibanju tijela
nepromjenjive orijentacije, iznosi srednjih brzina po putu i pomaku jednaki su jer se tada iznosi
puta i pomaka mijenjaju na isti nacin i U tom slucaju govorimo samo o srednjoj brzini.

Prosjecnu vrijednost dobili smo dijeljenjem prijedenog puta ili pomaka vremenom provedenim na
tom putu. Na slican na¢in mozemo dobiti srednju brzinu na nekom manjem dijelu puta.



Smanjujemo li dio puta, odnosno promatrajuci sve krac¢e vremenske intervale, ocekujemo da ¢e
srednja brzina biti sve bliza trenutacnoj brzini.

Graf pomaka, odnosno puta kao funkcije vremena jest neka krivulja (sl. 2.4.). Ako je u trenutku t;

polozaj Cestice odreden koordinatom Xy, a u trenutku to koordinatom x, tada je srednja brzina u

tom vremenskom intervalu 4¢ = f> —t; u kojem je automobil promijenio poloZaj za Ax = x2 —X1:
AX Xy =X

V="C1c
Attt

Srednja brzina u nekom vremenskom intervalu odredena je nagibom (koeficijentom smjera,
tangensom kuta koji pravac, koji prolazi tockama A 1 B, zatvara s osi t, tj. tga) pravca (sekantom)
koji prolazi tockama A i B (sl. 2.4. a, b,).

Prava ili trenutacna brzina izraCuna se tako da zamislimo da je to¢ka B sve bliza tocki A i
nademo grani¢nu vrijednost prema kojoj tezi trenutna brzina:
AX  dx
= X

v=Ilimv=Ilm—=—-=
At—0 At—0 At dt

. dx
X je oznaka za prvu derivaciju puta po vremenu (X = E] :

Prema tome, trenuta¢na brzina (brzina) je prva derivacija koordinate poloZzaja po vremenu.
Trenutacna brzina u tocki C odredena je nagibom tangente u toj tocki.

Ovako definirana brzina ima jednak iznos po putu i po pomaku jer su iznosi puta i pomaka u jako
malom vremenskom intervalu jednaki (dx = ds), pa vrijedi:

dx ds
V=—=—
dt dt
A 3) A b) A ©)
X X X tangenta
sekanta
sekanta

X2 === / T X17X2

v
v
v

t L t L oL t t=t, t

Slika 2.4. Uz definiciju trenutacne brzine

Jedinica Sl-ja za brzinu je metar u sekundi (m s). U praksi se ¢esto upotrebljava km h™ i &vor.



kmht ==

36 S
1M _gekm
S h

Svor = 1,852%m —05141,
S

¢vor = morska milja na sat,

U USA milja na sat =1,609 km h* = 0,447 m s1.

Rast ljudske kose 3-108m st

Rast biljaka 210" ms?

Krv u zilama 0,07 ms?

Pjesak 1,4ms?t(5kmh?)
Trkac 10 ms?

Biciklist 6 ms? (20 kmh?)
Automobil 45 m s (160 km ht)
Zvuk u zraku 340mst

Tocka na ekvatoru u odnosu na prema 465 m 51

Zemlji mirnog promatraca u svemiru

Pus¢ani metak 800 m st

Mijesec oko Zemlje 1000 ms?

Zemlja oko Sunca 3:10°ms?
Svjetlost u vakuumu 3108 mst

Tablica 2.1. Neke tipi¢ne brzine

Primjer 2.1. Tijelo se giba pravocrtno po zakonu X(t) =10mst?, Kolika je trenutna brzina
nakon prve dvije sekunde? Kolika je srednja brzina za vrijeme prve 4 s?

RjeSenje:
Pravilo za deriviranje: (x")' = nx"?
Kako je trenutna brzina v = X, deriviranjem dobijemo v =20ms™t. Zat =2 s, dobivamo da je:

v=20ms?-2s =40 ms?

Srednja brzina je:



_— 10ms™*t®  10ms™(4s)’

= =40m !
At At 4s

2.1.2. Izracunavanje puta iz v, t grafa

Nacrtajmo v, t graf nejednolikog pravocrtnog gibanja i odredimo prevaljeni put u vremenskom
intervalu od t; do t.

V2

<

~—

Vi

v

th t t
At

Slika 2.5. v, t graf nejednolikog gibanja

Na slici 2.5. prikazan je v, t graf nejednolikog gibanja. Vremenski interval od t; do t2 podijelimo

na kra¢e vremenske intervale Af. Svakom vremenskom intervalu odgovara srednja brzina V; . Put

prijeden u vremenskom intervalu At; priblizno je jednak povriini pravokutnika V; - At;. Zbroj

povrsina svih pravokutnika u intervalu od t1 do t> predstavlja pribliznu vrijednost puta u tom

vremenskom intervalu i piSemo:
s~ ) VAL,
i

Tocan izraz za prijedeni put u intervalu od t; do t2 jest:

At—0

t
s=1im > VAt = Iv(t)it
y



Put u intervalu od t; do t; jest grani¢na vrijednost zbroja povrSina svih pravokutnika kada At—0.
Tada ¢e srednja brzina u danom intervalu teziti trenutnoj brzini, a prevaljeni put jednak je
vremenskom integralu brzine.

Dakle, prevaljeni put po iznosu je jednak povrsini ispod krivulje v(t) u vremenskom intervalu od
t; do t, $to daje vremenski integral brzine.

Primjer 2.2.

Izracunajte put koji prijede automobil izmedu 4. s i 9. s ako mu se brzina mijenja prema izrazu v
=3ms?t.

RjeSenje
v=3ms?t
s=7?

n+l

Put ¢emo izracunati integriranjem. Sjetimo se pravila integriranja: IX"dX = N+l +C, (n=-1);
+

b
osnovna formula za odredeni integral: j f(x)x = F(XX * =F(b)-F(a);

a

t, 9 2,2 2 022 2422
s=jv(t)dt=J.3ms*2tdt=3mS t ‘3=3ms 97s” _ 3ms "47s =§m(92—42)=§m-65
! ) 2 2 2 2 2

s=97,5m

2.1.3. Akceleracija

Ako se tijelo giba nejednoliko, brzina mu se neprestano mijenja. Promjenu brzine opisujemo
akceleracijom ili ubrzanjem. Omjer promjene brzine i pripadnog vremenskog intervala zovemo
srednja akceleracija a :

AV Vv, -V,

F=—"~=
At t, -t

Trenutacna akceleracija ili samo akceleracija a jest grani¢na vrijednost srednje akceleracije
(slika 2.4.):



. _ .. Av dv .
a=Ilima=lim—=—=v
At—0 At—0 At dt

Kako je v = % , mozemo pisati:
t

_dv_d (dxj_dzx

a=—=—| — —
dt dtldt) dt?
dt?

Akceleracija je prva derivacija brzine po vremenu ili druga derivacija koordinate polozaja (puta)

po vremenu. Jedinica za akceleraciju je (m s2).

"4

Vo

t £ t

Slika 2.6. v, t graf ubrzanog gibanja (uz definiciju akceleracije)

Srednja akceleracija @ odredena je nagibom sekante AB, tj. tgf, a akceleracija je odredena

nagibom tangente na krivulju u tocki A, tj. tga.

Iz zadane akceleracije mozemo odrediti brzinu integriranjem:

azﬂ — dv = adt, pa je
dt
\ t t t
jdv:_[adt v—vO:J'adt v:v0+fadt V=V, +at
Vo 0 0 0

Vo je brzina u trenutku t = 0.

Brzina je vremenski integral akceleracije.



Akceleracija moze biti pozitivna a > 0, negativna a < 0, stalna a = konst. i promjenljiva a # konst.
Ako je a > 0, brzina se povecava; ako je a < 0, brzina se tijekom vremena smanjuje. Negativna
akceleracija jo$ se zove usporenje ili deceleracija.

Primjer 2.3. Materijalna tocka se giba tako da za brzinu vrijedi: v =5t% — 2t + 3(m s%). Odredite
kako se mijenja ubrzanje i put materijalne tocke u ovisnosti o vremenu ako je do trenutka mjerenja
prevalila put od 10 m. IzraCunajte prijedeni put, brzinu i ubrzanje u trenutku t =5 s.

RjeSenje:
Ubrzanje u ovisnosti 0 vremenu:

_dv_d(5t*-2t+3)

= o =10t -2
Ubrzanjeut=>5s:
a(5)=48ms?
Put u ovisnosti 0 vremenu:
v=$—>ds=vdt—>s=jvdt=J‘(5t2 — 2t + 3}t
5t

s="——t>+3t+C
3

Pocetni uvjeti: to = 0, So = 10 m:

Bty 5.0°

S, —?—t§+3t0+c; 10=

~0%+3-0+C:C=10

3
s:%—t2+3t+10

Prijedeni put za u trenutku t = 5's:

5.5°
5(5)= 3 -52+3:5+10  §(5)=208,33m

Trenutac¢na brzina u petoj sekundi:

v=5t2—2t+3(ms?) v(5) =118 m s



2.1.4. Jednoliko gibanje po pravcu

Jednoliko gibanje po pravcu jest najjednostavnije gibanje. Neka je taj pravac po kojem se tijelo
giba os x (slika 2.5.)

v

X1

X2

Slika 2.7. Jednoliko gibanje po pravcu

Polozaj materijalne tocke odredujemo u odnosu na ishodiste (koordinatni pocetak) O (referentna
tocka). Ako se materijalna tocka nalazi desno od ishodista, polozaj je pozitivan, a ako je lijevo,
poloZaj je negativan. Pomak materijalne tocke takoder moze biti pozitivan (kada se giba udesno) i
negativan (kada se giba ulijevo).

Moramo razlikovati put od pomaka. Put je uvijek pozitivan. Kako smo ve¢ rekli, kod pravocrtnog
gibanja s istom orijentacijom, pomak je jednak prijedenom putu.

Neka se materijalna tocka u trenutku t = t1 = 0 nalazi u polozaju 1 s koordinatom X1, a u nekom
drugom trenutku t> u polozaju 2 s koordinatom x2. Kako je gibanje jednoliko, znaci da tijelo u
jednakim vremenskim intervalima prevaljuje jednake putove pa je brzina uvijek stalna, tj.
trenutacna brzina jednaka je srednjoj brzini, a akceleracije nema (slika 2.6.). Omjer prijedenog
puta s = Xo— X1 i za to potrebnog vremena t = t; — t; konstantan je i zove se brzina:

vev=227% S _yonst. a=a=0
-t t

V=§ s=wt tzi

t v

Ako je tijelo do pocetnog trenutka preslo put Sg, tada je: S=S;+Vl Sto predstavlja zakon
jednolikog gibanja.

Jednoliko pravocrtno gibanje pri kojem je brzina konstantna po iznosu i orijentaciji mozemo
izraziti vektorskom jednadZbom: V = konst.

Graficki prikaz brzine kao funkcije vremena jest pravac paralelan s osi t, jer je v za bilo koji t
jednako i zove se v, t graf (slika 2.8.). Povrsina ispod tog pravca Vv predstavlja prijedeni put za
vrijeme t (u nasem slucaju, osjencani pravokutnik na slici 2.8.)



A
v/ims?
v = konst

!

2 d
s:jvdt:v(tl—tl) v:d—::konst.

L

»
»

1 t t/s

Slika 2.8. v, t graf jednolikog pravocrtnog gibanja

Sli¢no se ovisnost puta o vremenu moze prikazati s, t grafom (slika 2.9.), pomaka o vremenu x, t
grafom i akceleracije o vremenu a, t grafom (slika 2.10.).

s/m

Slika 2.9. s, t graf jednolikog pravocrtnog gibanja

ds = vdt

)
S = _[th = povrsina ispod pravca v = konst.

4

S
lga=—=v
g t



a/ms

v

t/s

Slika 2.10. a, t graf jednolikog pravocrtnog gibanja

Radi ustede 1 preglednosti dijagrame crtamo na jednom dijagramu (slika 2.11.)

a/ " A
v/ r:185‘1 soxEv
s/m /
v = konst.
a=0 R
t/s'

Slika 2.11. Grafi¢ki prikaz ovisnosti puta, pomaka, brzine i akceleracije o vremenu

pri jednolikom pravocrtnom gibanju

Primjer 2.4. Koliko je sekundi opterecen most dugacak 120 m ako preko njega prolazi vlak
dugacak 100 m brzinom 80 km/h?

RjeSenje:
Sm=120m

Iy =100 m
v=80kmh
t="?

Vlak opterecuje most od trenutka nailaska lokomotive na most, pa sve dok zadnji vagon ne napusti
most, stoga je duljina puta jednaka:



S=3m+Ily=120+ 100 =220 m
Vlak ¢e ovaj put prijeci za:

(=S _ —8%)20”1 ~9.95 ~10s
Vo St
36

Primjer 2.5. Most Krka je armiranobetonski lu¢ni most preko rijeke Krke kod Skradina, na dionici
autoceste A1 Skradin — Sibenik. Poéetak mosta od Skradina prema Sibeniku oznagimo to¢kom A,
a pocetak od Sibenika to¢kom B. Iz toaka A i B istodobno su krenuli automobil i kamion jedan
drugome ususret gibajuci se jednoliko pravocrtno. Automobil je udaljenost od tocke A do tocke B
presao za 12 s a kamion od B do A za 24 s. Kada su se susreli automobil i kamion na mostu?

Rjesenje:
s A
t, =125

t, =245 Bl .
=2
(nm E
A S B N
C " i E
SA Sk
s R S o

E | >

A ko, bt

Slika 2. 11. Uz rjeSenje primjera 2.5.

Duljina mosta je put kojeg su prevalili automobil i kamion: s =s, =v,t,=Ssa = Vklk
takoder je duljina mosta jednaka zbroju putova automobila i kamiona do tocke susreta S:
S =54+ sk

S =V, b +V L,



Vrijeme susreta je ts:

t, =8s

2.1.5. Jednoliko ubrzano i jednoliko usporeno pravocrtno gibanje

Neka se tijelo giba u koordinatnom sustavu po osi x i neka je u trenutku t = 0 u tocki Xo te ima
pocetnu brzinu Vo, njegovu brzinu nakon vremena t dobit ¢emo po formuli:

t
V=V, + J.adt =V, +at, Sto dobivamo integriranjem iz dv = adt
0

Integriranjem brzine dobivamo polozaj tijela X u trenutku t:
t t 1

X =X, +_|'v(t)dt:x0 +f(v0 + at)dt — X =X, +v0t+5at2
0 0

gdje je Xo polozaj tijela u po¢etnom trenutku t = 0.

Kako je put koji tijelo prevali za vrijeme t: S = X—X,, iz gornjeg izraza dobivamo: s =v,t + %tZ

Iz s=vit+ %tz i V=V, +at dobivamo vezu izmedu puta, brzine i akceleracije:

vi=vi+2as  ili V=,V +2as



Kod ovog gibanja vektor brzine v ima istu orijentaciju, dok vektor akceleracije & moze biti iste ili
suprotne orijentacije orijentaciji brzine. Ako & ima orijentaciju brzine, gibanje je ubrzano, a ako
je d suprotne orijentacije od orijentacije brzine, gibanje je usporeno.

Napomenimo da se za jednoliko ubrzano i jednoliko usporeno pravocrtno gibanje koristimo istim
izrazima, s tim da pri usporenom gibanju akceleraciju uvrStavamo s negativnim predznakom.

Ako se ograni¢imo isklju¢ivo na gibanje sa stalnim ubrzanjem kod kojeg je a=a u svakom

trenutku i ako podemo od formule za srednje ubrzanje pri ¢emu je V; =V, u pocetnom trenutku
t, =0, a v, = v unekom Kasnijem trenutku t, = t, mozemo pisati:

a:a:&:vz—vl _V-v,
At t,—t, ot

7o AX Xy =X X=X,

At t, -t t

Za jednoliko ubrzano gibanje srednju brzinu mozemo racunati pomocu izraza:

V, +V Vo +V, +at at
> =

- V=V, +at

= X=X, +Vt

V= pa dobivamo: v =

0

Vo +V V, +V, +at at’
0 t:xo+%t:xo+v0t+7

X=X, +

at?
X = Xo + Vot + —
2

Primjer 2.6. Most Krka je armiranobetonski lu¢ni most preko rijeke Krke kod Skradina, na dionici
autoceste A1 Skradin — Sibenik. Poetak mosta od Skradina prema Sibeniku oznagimo toc¢kom A,
a poCetak od Sibenika to¢kom B. Iz to¢aka A i B istodobno su krenuli automobil i kamion jedan
drugome ususret. Automobil je krenuo iz tocke A prema tocki B iz stanja mirovanja akceleracijom
6 m s? a iz tocke B prema tocki A krenuo je kamion stalnom brzinom 72 km h!. Odredite tocku
mimoilazenja C automobila i kamiona na mostu ako su tocke A i1 B udaljene 500 m.

Rjesenje:

a, =6 ms? Sas =Sac t3gc 6t> +2-20t —2-500 =0
A km h a t? 3t? +20t—500=0

v, =72kmh _a,

B Sag = 5 +VBt t __bi T
S, =500M 2= Vza

a,t” +2v,t-2s,. =0

SAC



~ —20+,/20% —4-3-(-500)

v 2-3
: 00+ 2000 a,t 6-10?
t, = 20+ +/400+ 6000 S ac _ %At _ =300 m
, 6 2 2
—20+80 Spc=V, 1 =20-10=200 m
1,2 6
t=10s

Primjer 2.7. Opisite gibanje kuglice na nizbrdicama bez trenja. Kako se mijenjaju brzina i
akceleracija?

a)

h
a:g?,V>V0

a <ag a>a

a = konst

Slika 2.12. Gibanje nizbrdicom

Primjer 2.8. Nacrtajte x, t graf, s, t graf, v, t graf i a, t graf gibanja dizala. Dizalo prvu sekundu
miruje, pa se dvije sekunde giba jednoliko ubrzano akceleracijom 2 m s, zatim se do kraja osme
sekunde giba stalnom brzinom koju je postiglo na kraju tre¢e sekunde, jednoliko usporava
akceleracijom -4 m s do zaustavljanja kroz sljedeéu sekundu i jednu sekundu miruje.

mr.sc. Josip Pai¢, UDZBENIK - FIZIKA
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RjeSenje:

Xoq =0m
at? 92
Xoz3 =Xou t ;_3:0"'2 2 =4m

2

Xog =Xo3 +Va(ls —t;) =4+4-5=24m

2 V.12
X s = Os—aztzﬂ-g Y /L Y3
Xog0 = 26m
x/m

Vor =0ms?

Vy=at, ;=2-2=4ms?

Vig =4ms’?
Vg =0ms?
Vg 1o =0ms*

Slika 2.13. x, t graf



4 5 6 7 8 9 10 t/s

Slika 2.14. v, t graf

-2
a/ ms A
2T T
1__
0 >
1 2 3 4 5 6 7 8 a9 10 t/s
At -
2T o
3
4 4 _
v

Slika 2.15. a, t graf

Primjer 2.9. Automobil se giba ravnom cestom stalnom akceleracijom 3 m s2. U trenutku kada
mu je brzina 10 m s, on prestigne kamion koji upravo kreée i ubrzava akceleracijom 5 m s2. U
kojem ¢e trenutku kamion presti¢i automobil? Koliki ¢e put do tog trenutka prijeci automobil i
kamion?



— =
Sy =S, = N .

v

2 ! :
a,t : t botls

a,t?  at? Slika 2.16. Uz primjer 2.9.

2V,

t= =10s

ag —a,
S, =s,=250m

Primjer 2.10. Covjek tréi brzinom 14,4 km/h da bi stigao na tramvaj koji stoji. U trenutku kada je
covjek udaljen 4 m od vrata tramvaja, on krene jednoliko ubrzano. Kolika je akceleracija tramvaja
ako je ¢ovjeku potrebno 2 sekunde da stigne vrata tramvaja?

Rjesenje:
Ve=144kmht=4ms? Iz s, t grafa:
s/m
So=4m 20 S¢ = St
18
=2s a
=25 16 Vet = So + = t?
a="? 14 2
' 12 a.,
8
6 _ 2(vet = sg)
4 a= t2
2
0 a a=2ms2
0 1 2 3 4 5 s

Slika 2.17. s, t graf gibanja Covjeka i tramvaja



Primjer 2.11. Ulaze¢i u stanicu vlak po¢ne jednoliko usporavati. IzraCunajte akceleraciju i
pocetnu brzinu vlaka ako prvih 50 m prijede za 5 s, a idu¢ih 50 m za 7 s.

Rjesenje: v/ msl

s1=50m 4

S2=100m Vo

tt=5s \\
=125
a=?,v="

1 o t/s

Slika 2.18. v, t graf gibanja vlaka

Iz v, t grafa je vidljivo:
Put vlaka nakon 5 s kocenja: S1 = Vot — %tlz
Ukupni put nakon 12 s kocenja: Sy = Uty — %t%

Rjesavajuci ovaj sustaVv jednadzbi od dvije nepoznanice dobijemo: a = % =0.48 ms™?;
Vo=11,19 ms™

2.1.6. Slobodni pad

Slobodni pad primjer je jednolikog ubrzanog pravocrtnog gibanja vrlo blizu Zemljine povrSine.
Ako neko tijelo ispustimo da slobodno pada, ono ¢e se gibati jednoliko ubrzano akceleracijom g
koju mu daje Zemljina sila teza.

Izvedimo pokus tako da u staklenu cijev stavimo metalnu kuglicu, komadi¢ papira i perce te ju
zatvorimo 1 preokrenemo. Vidjet ¢emo da ¢e metalna kuglica najbrze pasti, papiri¢ sporije, a perce
najsporije. Isisamo li iz cijevi zrak i pokus ponovimo, vidjet ¢emo da ¢e sva tri predmeta pasti
istovremeno. Zakljucujemo da u vakuumu sva tijela padaju jednakom akceleracijom, bez obzira
na njithovu masu, oblik 1 veli¢inu.

Proucavajuci slobodni pad zanemarit ¢emo otpor zraka i pretpostaviti da sva tijela s iste visine
padaju jednako dugo. Zakljucujemo da onda sva tijela imaju jednaku akceleraciju. Uzrok
slobodnom padu na zemljinoj povrsini jest sila teZa, pa se zbog toga tijela gibaju jednoliko
ubrzano. Ubrzanje sile teze ovisi o zemljopisnoj Sirini i nadmorskoj visini. Tako je na 45°
zemljopisne $irine (to je nasa zemljopisna §irina) na razini mora oko 9,81 m s2, na polu g, = 9,83
m s, na ekvatoru ge = 9,78 m s2. Radi brzeg radunanja, ako se ne trazi posebna toénost, za
akceleraciju slobodnog pada (akceleraciju sile teze) mozemo uzeti g= 10 m s,



Zakljucujemo da je slobodni pad jednoliko ubrzano gibanje s akceleracijom a = g i bez pocetne
brzine vo = 0, pa iz izraza koje smo koristili kod jednolikog ubrzanog pravocrtnog gibanja
dobivamo izraze za slobodni pad:

v =gt szhzgtz vZ =2gh s=h="

Primjer 2.12.

Tijelo slobodno pada te u posljednjoj sekundi prevali pola puta pri padanju. S koje visine tijelo
pada i koliko dugo traje padanje?

Rjesenje:

At=1s
g=10ms?
h="?

t="

Slika 2.19. a) v, t graf slobodnog pada kamena

Iz v, t grafa vidljivo je da je:

h
h=h=2 h= =3 (- ar)?

Put padanja je:

Rjesavanjem sustava od ova dva izraza dobivamo vrijeme trajanja slobodnog pada:

%tz =gt—At)?Y

t =/2(t— At)
V2t —t = 2At



t= vaat =V2At(\2 +1) = (2+/2)At

\/_
t=(2+1,41)-1s

t=341s
Visina s koje je tijelo pocelo padati: h= %tz =57M

Primjer 2.13. Izracunajte visinu s koje je tijelo pusteno da slobodno pada ako posljednjih hy = 15
m prijede za t; = 0,4 s?

RjeSenje:

hi=15m h—g—tz——(t t)’

ti= 04s

h="? t=gh—t11+%1 t =4,02s
h=%2 h=79,37m

2.2. GIBANJE PO KRIVULJI

U svakidasnjem zivotu, gibanje po krivulji (zakrivljenom stazom) ¢eS¢e je nego pravocrtno
gibanje. Primjeri su takvog gibanja: gibanje po kruznici, kosi hitac i horizontalni hitac.

2.2.1. Jednoliko gibanje po kruZnici

Ako se materijalna tocka giba tako da joj akceleracija i brzina zatvaraju neki kut, tj. nisu na istom
pravcu, ona se giba po zakrivljenoj putanji. Najjednostavnije krivocrtno gibanje jest jednoliko
gibanje po kruznici kod kojeg je vektor brzine stalan po iznosu, ali stalno mijenja smjer, tako da
uvijek zatvara pravi kut s radijusom kruzne putanje i vektorom akceleracije (slika 2.20.). Promjena
smjera brzine rezultira centripetalnom akceleracijom (slika 2.21.).



=i
2

AV

N v v, £V,
v2

v, =V

AV =vAg

Slika 2.20. Jednoliko gibanje po kruznici Slika 2.21. Uz centripetalnu akceleraciju

Ako je materijalna toc¢ka za vrijeme At prevalila put As (dio kruznog luka) odnosno kut A, tada
je njezina obodna ili linearna brzina:

v:limgzlimm_wzrd_(p:ra),
At—0 At At—0 At dt

gdje je As=rAgp, a C;_Z’ = @ 1 naziva se kutna brzina. Jedinica za kutnu brzinu jest radijan po
sekundi (rad st ili samo s™)

Ako je materijalna tocka napravila jedan puni ophod ili okretaj, tada je prevalila put koji je jednak
opsegu kruga i opisala puni kut 2z radijana (2n rad = 360°). Vrijeme jednog ophoda nazivamo
period T. Sada mozemo pisati:

Obodna brzina V, radijusvektor T i kutna brzina @ jesu vektori, pa gornju jednadzbu mozemo
pisati vektorski u obliku vektorskog produkta:

V=oxTF ili V=-—Txw
Uvijekje: VLIrF ,V1iwir Lao.

Kako se kod jednolikog kruznog gibanja stalno mijenja smjer obodne brzine, to je u stvari ubrzano
gibanje, pa materijalna tocka ima centripetalnu akceleraciju sa smjerom prema sredistu kruZnice.



Slika 2.22. Odnos obodne i kutne brzine i radijusvektora
Iz slike 2.22. slijedi da je: |A\7| =VAp

Podijelimo obje strane te jednadzbe s At i nademo grani¢nu vrijednost, dobivamo centripetalnu
akceleraciju:

o jav]
a, = lim—=lim — = —

At—0 At At—0 At At—0 At
2rr 2 Anr ..V

acp = 0

T T T r

Jednoliko kruzno gibanje je gibanje sa stalnom kutnom brzinom w = konst.

a):(:j—(tp: konst. de = adt

Integriranjem gornjeg izraza dobivamo:
[dp = wdt
Q=@ +al

Ophodno vrijeme T dobijemo tako da ukupno vrijeme podijelimo s brojem okretaja: T = ﬁ

Broj okretaja u sekundi zove se frekvencija: f = % .Vidimodaje: f =

=+

Jedinica za frekvenciju je herc (Hz) ili s

Ogito je da vrijedi: v = 2rA =24 a,=4r’f’r



2.2.2. Nejednoliko kruzno gibanje

Kod nejednolikog kruznog gibanja, obodna brzina mijenja se i po iznosu i po smjeru, pa
materijalna toCka osim centripetalne akceleracije ima i tangencijalnu akceleraciju u smjeru
tangente upravo zbog promjene iznosa obodne brzine:

a _dV_d(ra)):rda)Z

T dt dt dt

re

ili & =axrl (vektorski oblik)

gdje je a kutna akceleracija, a po definiciji je jednaka:

A0 At dt dt? 2

2
o | A_@_d_@_d_@[@zs_z}
S

Za jednoliko kruzno gibanje vrijedi: @ =konst., =0, &, =0,

Slika 2.23. Ukupna akceleracija

Ukupna akceleracija je:

a=4a,+d (vektorski zbroj)

a=,/a’ +a? (iznos ukupne akceleracije)

Primjer 2.14. Djecak se na vrtuljku okrece po kruznici polumjera 5 m frekvencijom 1 Hz. Kolika
mu je centripetalna akceleracija?



RjeSenje:
r=5m

f=1Hz

acp=? a,, =o’r = (27 )'r =197,4 ms?

Analogija pravocrtnog i kruznog gibanja. Ako u formule pravocrtnog gibanja umjesto s, vi a
uvrstimo ¢, i a, dobivamo formule kruznog gibanja.

Pravocrtno gibanje Kruzno gibanje

S o

dt dt

dv  d%s do d’p
a=—-= — oO=—= 5

dt dt dt dt
V=V, +at 0=0,+c

1 2 1 2

5250+Vot+5at ¢)=¢0+wot+5at
v2 =V} +2as o’ =w +2ap

PITANJA | ZADACI

1. Sto je pomak, a §to put? Koja je razlika izmedu puta i pomaka?

2. Sto znage pojmovi: jednoliko gibanje, nejednoliko gibanje, pravocrtno gibanje i krivocrtno
gibanje?

3. Kako se definira srednja, a kako trenutna brzina pri pravocrtnom gibanju?
4. Sto je akceleracija? Kako se definira srednja, a kako trenutna akceleracija?

5. Nacrtajte v-t graf za: a) gibanje konstantnom brzinom, b) jednoliko ubrzano gibanje i c)
jednoliko usporeno gibanje.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Moze li tijelo u kojem Casu imati brzinu nula, a da se u isto vrijeme giba jednoliko ubrzano?

S mosta bacimo kamen vertikalno u vodu brzinom 5 m s, Nadite visinu mosta i brzinu
kojom kamen padne u vodu ako pada 4 s.

Tane i zvuk koji je pritom nastao dopru istodobno do visine 600 m. Kolikom je brzinom
izaslo tane iz cijevi ako je brzina zvuka 340 m s™? Otpor zraka zanemarimo.

Na putu od Vodica do Sibenika pola puta vozimo brzinom 30 km h™*. Kolikom brzinom
moramo voziti drugu polovicu puta da bi srednja brzina na cijelom putu bila 70 km h1?
Udaljenost od Vodica do Sibenika je 13 km. Prokomentirajte rje$enje koje ste dobili. Sto
nije dobro zadano?

Vlak se giba brzinom 72 km h! i naide na zatvoren signal. Vlak usporava tijekom 20 s i
stoji na signalu 2,5 min, a potom tijekom 40 s ubrzava do 72 km h™. Koliko iznosi
zakasnjenje vlaka?

Izracunati visinu s koje je tijelo pusteno da slobodno pada ako posljednjih 15 m prijede za
0,4s.

Automobil se giba po kruznoj stazi polumjera 400 m jednoliko ubrzano i za 5 s promjeni
brzinu s 5 m st na 20 m s. Kolike su njegova stalna tangencijalna akceleracija te
centripetalna i rezultantna akceleracija pri brzini 20 m s1?

Mjesec priblizno jednoliko kruzi oko Zemlje na srednjoj udaljenosti 384400 km, a vrijeme
kruzenja je 27,3 dana. Kolike su njegova brzina i centripetalna akceleracija?

Koliku tangencijalnu akceleraciju ima djecak pri pokretanju vrtuljka ako se giba po
kruznici polumjera 5 m kutnom akceleracijom 1 rad s2?

Kolika mora biti brzina zrakoplova u lupingu polumjera 1 km da ni sjediSte ni pojas ne vrse
na pilota nikakav pritisak kad se zrakoplov nalazi u najvisoj tocki petlje?

Tijelo se giba pravocrtno tako da mu se brzina mijenja prema zadanom v, t grafu na slici
(2.24). Nacrtajte a, t graf i s, t graf.

v

[m/s]

4 8 14 t[s]

Slika 2.24. Uz zadatak 16.



17.

18.

19.

20.

21.

Automobil kreée iz stanja mirovanja akceleracijom 4 ms, upravo u tom trenutku pretjece
ga drugi automobil koji se giba jednoliko po istom pravcu brzinom od 100 km ht. Koliko
su automobili udaljeni jedan od drugog 10 s nakon pretjecanja?

Triatlonac prepliva 1500 m brzinom 1,5 m/s, zatim vozi bicikl 40 km brzinom 36 km/h, te
pretr¢i 10 km brzinom 7,2 km/h. Koliko je vremena trajao triatlon i kolika je srednja brzina
triatlonca?

Materijalna toCka giba se jednoliko po kruznici polumjera 2 m centripetalnom
akceleracijom 4,5 m s2. Kolika joj je brzina i ophodno vrijeme?

Kota¢ polumjera 0,1 m kotrlja se po horizontalnoj podlozi konstantnom kutnom
akceleracijom. U trenutku t = 10 s nakon pocetka kotrljanja kutna brzina kotaca je 30 s.
Odredite kutnu akceleraciju i akceleraciju i brzinu sredista kotac¢a u tom trenutku. Koliki
je ukupan broj okretaja?

Dva trkaca tr¢e u maratonskoj utrci 42 km, trée¢i 21 km u jednom smjeru, a zatim se
vraéaju istim putom do mjesta odakle su krenuli. Brzina jednog od njih je 18 km ht, a
drugog 12 km h't. Koliko je daleko od starta drugi trka¢ kada se susretnu? Koliko ¢e kasnije
drugi trkac sti¢i na cilj? RijeSite zadatak graficki i racunski.



3. DINAMIKA

Dinamika je dio mehanike koji prouc¢ava uzroke gibanja. Uzrok gibanja je sila. Dakle, dinamika
proucava gibanje 1 silu. Osnova dinamike su tri Newtonova zakona. Najces¢e koriStene veliCine u
dinamici su sila, masa, koli¢ina gibanja, moment sile, moment koli¢ine gibanja, rad, snaga i
energija.

3.1. SILA I MASA

Sve §to znamo o Cesticama 1 tijelima znamo zbog njihovog medudjelovanja. Poznato nam je da
razli¢ita medudjelovanja opisujemo razli¢itim zakonima sila (zakonima sile teze, elasti¢ne sile
opruge, sile trenja itd.). Sve se te sile svode na svega tri osnovne (temeljne) sile (medudjelovanja)
u prirodi: gravitacijsku (izmedu bilo kojih dvaju tijela), elektromagnetsku (izmedu elektri¢nih
naboja u mirovanju, odnosno u gibanju) i nuklearnu (izmedu nukleona u jezgri). Smatralo se da
fundamentalnu silu predstavlja i slaba nuklearna sila (pri B-raspadu jezgre). Medutim, najnovija
istrazivanja pokazala su da se ona moze svesti na elektroslabu.

Sila (medudjelovanje) jest fizikalna veli¢ina kojom opisujemo jakost djelovanja jednog tijela na
drugo tijelo, pri ¢emu jedno tijelo mijenja polozaj drugog tijela ili ga deformira. Naprava za
mjerenje sile jest dinamometar ¢iji je glavni dio elasti¢na opruga. Djelovanjem sile elasti¢na
opruga se produlji, pri ¢emu je produljenje proporcionalno sili, F = KAl , gdje je F sila koja djeluje
na oprugu (force (eng.) = sila), k je konstanta opruge, a 4/ produljenje opruge. Dinamometar se
baZdari u jedinicama za silu, pa pomoc¢u njega mozemo ocitati veli¢inu sile.

Moramo naglasiti da je sila vektorska veli¢ina, §to znaci da je odredena iznosom (veli¢inom ) 1
orijentacijom (usmjerenjem). Jedinica Sl-ja za silu je njutn (N).

orijentacija

» iznos
hvatiste

Slika 3.1. Sila kao vektor

Ako na tijelo djeluje vise sila, njithovo djelovanje mozemo zamijeniti jednom silom (slaganje sila),
koju zovemo rezultanta. Silu moZemo rastaviti na komponente ako znamo pravce na kojima
komponente djeluju. Postupak slaganja i rastavljanja sila poznat nam je iz srednje $kole.

Druga vazZna veli¢ina u dinamici je masa. Masa je mjera za tromost tijela. Tromost (ustrajnost ili
inercija) je svojstvo tijela da zadrzava stanje mirovanja ili jednolikog pravocrtnog gibanja.
Mozemo re¢i da je masa otpor tijela prema promjeni brzine. Jedinica Sl-ja za masu je kilogram

(kg).

Za opisivanje gibanja tijela fizikalno je bolje uvesti koli¢inu gibanja. Koli¢ina gibanja je vektor

¢iji je smjer odreden smjerom brzine, a veli¢ina je jednaka umnoSku mase tijela 1 njegove brzine,



p =mv . Jedinica za koli¢inu gibanja je kg m s1. Kako vidimo, koli¢ina gibanja uklju¢uje brzinu i
masu, pa nije svejedno ako se neko tijelo, npr. mase 50 kg, giba istom brzinom kao i tijelo mase
200 kg. Zato je za opisivanje gibanja bolja koli¢ina gibanja. Potpunija je relativisticka definicija
koli¢ine gibanja:

Za V<<ZC, (c je brzina svjetlosti u vakuumu) gornji izraz prelazi u klasi¢ni. O relativistickoj
koli¢ini gibanja ovdje ne¢emo govoriti.

3.2.NEWTONOVI ZAKONI (AKSIOMI) MEHANIKE

3.2.1. Drugi Newtonov zakon
Newtonovi zakoni su aksiomatski, a ne izvedeni zakoni. Oni se ne mogu izravno eksperimentalno
dokazivati, ali su podlozni eksperimentalnim provjerama.

Drugi Newtonov zakon opisuje kako se ponasa tijelo na koje djeluje stalna sila. Pod djelovanjem
stalne sile tijelo se giba jednoliko ubrzano ako sila djeluje u smjeru gibanja ili jednoliko usporeno
ako sila djeluje u suprotnom smjeru od smjera gibanja. Eksperimentom se moze pokazati da je
akceleracija a razmjerna sili F, a obrnuto razmjerna masi tijela m:

F

a=—

m
Gornji izraz ¢eSce piSemo : F =ma

1 nazivamo ga drugi Newtonov zakon ili temeljna jednadzba gibanja, a to moZemo izre¢i rijecima:
sila F koja djeluje na tijelo mase m tijelu daje akceleraciju a, pri ¢emu je sila F jednaka
umnos$ku mase m tijela i akceleracije a, §to ju je sila F dala tijelu mase m.

Iz drugog Newtonovog zakona izvodimo jedinicu za silu :
F=ma[kgms?=N]
Jedinica za silu je njutn (N). Njutn je sila koja tijelu mase 1 kg daje ubrzanje 1 m s2.
Newton je dao dosta opéenitiju formulaciju ovog zakona, poznatog kao 2. Newtonov aksiom:

Promjena gibanja proporcionalna je sili koja djeluje i odvija se u smjeru pravca u kojem djeluje
sila.

Izraz gibanje znaci fizi€ku veli¢inu koju mi danas nazivamo koli¢ina gibanja, mv. Prema tome,
drugi Newtonov zakon moZemo izraziti jednadZbom:



=—( V) = dp mﬂzma
dt dt

Dakle, drugi Newtonov zakon moze se izraziti u dva oblika, i to: F = 2p , koji vrijedi opéenito
t
(u klasi¢noj i relativistickoj fizici), i F = ma, koji vrijedi samo u Newtonovoj mehanici.

Ako na tijelo istodobno djeluje vise sila, tada trazimo rezultantu i II. Newtonov zakon pisemo:

—

F. =ma

Primjer 3.1. Automobil mase 1 t pri brzini 90 km h poé¢ne ko¢iti i zaustavi se na putu dugom
69,44 m. Kolikom se akceleracijom zaustavljao i kolika je sila ko¢enja?

Rjesenje:
m=1t V2 =V +2as
Vo =90 km ht .
- 1 a_:v —Yo
v=0kmh 25
$=69.44m
A a=-45ms?
a=?,F="
F=ma
F =-4500 N

3.2.2. Sila teza, tezina i gustoca tijela

Zemlja se vrti oko svoje osi, a skupa s njom i tijela na njezinoj povrsini. Zbog Zemljine vrtnje oko
svoje osi, na tijela djeluje centrifugalna sila (o njoj detaljnije u sljede¢im lekcijama). Izmedu bilo
kojih dvaju tijela djeluje gravitacijska sila. Na tijela na Zemlji, dakle, djeluju centrifugalna i
gravitacijska sila. Centrifugalna sila smanjuje djelovanje gravitacijske sile na tijela i to najvise u
blizini ekvatora, a najmanje na polovima. Rezultirajuca sila tih dviju sila naziva se sila teza. Sila
teza djeluje na svako tijelo u blizini povrSine Zemlje prema njezinu srediStu. Oznacava se s Fg i
racuna po formuli:

Fg=mg

Zbog sile teze, sva tijela pri slobodnom padu, na istom mjestu na Zemlji, padaju istom
akceleracijom g ako zanemarimo otpor zraka, i to se zove akceleracija slobodnog pada ili
akceleracija sile teze. Akceleracija slobodnog pada najveca je na polovima, a smanjuje se prema
ekvatoru.



Tijela su teska zbog sile teze. Tezina je sila kojom tijelo djeluje okomito na horizontalnu podlogu
ili, ako visi, na objesiSte. U slucaju da tijelo miruje ili se giba jednoliko pravocrtno, tezina je
jednaka sili tezi. Tezinu tijela oznacavamo s G i piSemo:

G=mg

Razlika izmedu sile teze i tezine je u njihovom hvatistu. Hvatiste sile teze je u teZiStu tijela, a
hvatiste tezine je u tocki u kojoj je tijelo poduprto ili u objesistu (slika 3.1.)

@]

—n
o

G Fs

| 0

Slika 3.2. Sila teza i teZina

Giba li se tijelo ubrzano, vertikalno, mijenja svoju tezinu. Za vrijeme slobodnog pada tijelo ne
pritis¢e na podlogu na kojoj se nalazi, pa kazemo da tijelo nema tezinu (bestezinsko stanje). Takvi
se uvjeti postizu u svemirskom brodu. Za astronauta koji lebdi u kapsuli svemirskog broda kazemo
da je u bestezinskom stanju. To stanje odgovara slobodnom padu astronauta i broda, s tim $to brod
zbog zakrivljenosti Zemljine povrSine nikada ne padne na nju. Pritom je putanja svemirskog broda
jednaka putanji kosog hica.

Kada se tijelo nalazi u zraku ili u tekuéini, njegova se tezina smanjuje za iznos uzgona.

Gustoca ( o) definira se kao kvocijent mase i obujma tijela:

PZV

Jedinica Sl-ja za gustocu je kg m. Tezinu mozemo iskazati i preko gustoce:

Navedimo vrijednosti za gusto¢u nekih tvari (tablica 3.1.):

Tvar Gustocéa p/kg m3 Tvar Gustocéa p/kg m3
pluto 250 Aluminij 2700
benzin (pri 20 °C) 700 Zeljezo 7800
ulje (pri 20 °C) 900 Bakar 8900




led 920 Olovo 11300
voda (pri 4 °C) 1000 Ziva (pri 20 °C) 13600
krv (plazma) 1030 Zlato 19300
beton 2300 Platina 21400

Tablica 3.1. Gustoc¢a nekih tvari

Ako svi dijelovi tijela, pa i najmanji, imaju jednaku gusto¢u, kazemo da je ono homogeno. Gornja
definicija vrijedi samo za homogena tijela. Ako tijelo nije homogeno, gusto¢a u pojedinoj tocki

tijela definira se pomocu derivacije:

. Am dm
p=Ilim —=—
AV -0 AV av

Primjer 3.2. IzraCunajte tezinu tijela koje djelovanjem stalne sile 200 N prijede put od 70 m u

vremenu 10 s.
RjeSenje:

F=200N
s=70m
t=10s
G="?

F Ft?
t?

G=1401N

Primjer 3.3. Dvije ¢eli¢ne kugle jednakog vanjskog promjera, jedna puna, a druga Suplja, padaju
s iste visine. Koja ¢e kugla prije pasti na zemlju ako u obzir uzmemo otpor zraka?

Rjesenje:

—

Fo:

@

Fq

Fe=F,-F,
ma =mg -k,
I:OZ
a=g-—
m



Buduc¢i da je otpor zraka jednak za obje kugle jer su im promjeri jednaki, zakljucujemo da ¢e teza
kugla imati vecu akceleraciju pri padanju, tj. prije ¢e pasti na zemlju.

3.2.3. Prvi Newtonov zakon
Prvi Newtonov zakon govori o vladanju tijela kada je ukupna sila na tijelo jednaka nuli. Podimo

od drugog Newtonovog zakona. Ako je F, =0, iZ F, = ma, slijedi da je a=0. Znamo da, ako
je a=0,tadaje v=0ili v=Kkonst., $to zna¢i da tijelo miruje ili se giba jednoliko po pravcu. Ipak,
prvi Newtonov zakon svoj puni smisao dobiva kod definiranja inercijskog sustava.

Podimo od primjera u prirodi. Tijelo koje stoji na podlozi miruje jer je ukupna sila na tijelo jednaka
nuli. Sila teza koja djeluje na tijelo vertikalno prema dolje jednaka je sili kojom podloga djeluje
na tijelo vertikalno prema gore, pa je ukupna sila na tijelo jednaka nuli.

Ako gurnemo neko tijelo po horizontalnoj podlozi, ono ¢e se usporavati i nakon nekog vremena
zaustaviti, zato jer na tijelo djeluju trenje i otpor zraka u suprotnom smjeru od smjera gibanja.
Smanjivanjem trenja i otpora zraka, tijelo ¢e se sve manje usporavati. Zakljucujemo da, ako nema
trenja i otpora zraka, tijelo se ne¢e usporavati nego ¢e se nastaviti gibati brzinom koju je postiglo
na pocetku pokretanja. Do tog je zakljucka doSao i Galilei u 17. stoljecu. Na temelju ovakvih
razmatranja Newton je dosao do svog prvog zakona:

ako je ukupna sila koja djeluje na tijelo jednaka nuli, tada tijelo koje je mirovalo ostaje u
stanju mirovanja, a tijelo koje se jednoliko gibalo ostaje u stanju jednolikog pravocrtnog
gibanja.

To je zbog toga Sto je svako tijelo tromo (inertno). Zato prvi Newtonov zakon zovemo jo§ zakon
tromosti ili zakon inercije.

3.2.4. Treci Newtonov zakon

Ako uzmemo magnet i komad Zeljeza i postavimo ih na stol, vidjet ¢emo da se privlace. Zadrzimo
li magnet u ruci, a Zeljezni komad udaljimo i pustimo, magnet ¢e privuéi Zeljezni komad.
Ponovimo pokus tako da Zeljezni komad drZimo u ruci, a magnet odmaknemo i pustimo. Vidjet
¢emo da se magnet giba prema Zeljeznom komadu, tj. Zeljezni ga komad privla¢i. Magnet
oznacimo kao tijelo 1, a Zeljezni komad kao tijelo 2, tada je sila kojom magnet djeluje na Zeljezni

komad lflyz, a sila kojom Zzeljezni komad djeluje na magnet lfzyl. Zhog djelovanja sile Ifl'z,

F . .. = .
zeljezni komad dobiva akceleraciju &, = —%, a zbog djelovanja sile F,,, magnet dobiva
m

2

.. F 5 el . , . . .
akceleraciju a, = —%% . Iz pokusa moZemo zakljugiti da tijelo ve¢e mase ima manju akceleraciju.
ml

Neka je mi1>mg, tada je a, < a, . Izvodenjem nesto slozenijeg pokusa u kojem je moguce precizno



mjerenje akceleracije, zakljucili bismo da je akceleracija tijela 1 onoliko puta manja od

akceleracije tijela 2 koliko je njegova masa veca od mase tijela 2, iz Cega slijedi da su sile Ifl’2 i

F,, po velicini jednake, a suprotne orijentacije. Na taj nacin dolazimo do tre¢ceg Newtonovog
zakona (zakona sile i protusile ili zakona akcije i reakcije):
Ako tijelo 1 djeluje na tijelo 2 nekom silom Iflyz, tada tijelo 2 djeluje na tijelo 1 protusilom llel,

koja je po veli¢ini jednaka sili |E1,2 , ali je suprotne orijentacije (slika 3.2.), tj.:

Napomenimo da sila i protusila ne djeluju na isto tijelo, nego na razliita tijela koja su u
medudjelovanju. Sila i protusila koegzistiraju i nije moguce imati jednu bez druge, tj. nema sile
samo iz jednog smjera, postoji samo medudjelovanje.

Slika 3.3. Zeljezni komad 1 i magnet 2 u medudjelovanju

3.3. CENTRIPETALNA SILA

Da bi se tijelo gibalo jednoliko po kruznici, na njega mora djelovati stalna sila sa smjerom prema
srediStu kruzne putanje. Ta se sila naziva centripetalna sila. Ona tijelu daje centripetalnu
akceleraciju takoder usmjerenu prema srediStu kruznice. Prema drugom Newtonovom zakonu,
centripetalna sila jednaka je umnosku mase tijela i centripetalne akceleracije koju je tijelo dobilo
djelovanjem centripetalne sile:

Fp, =ma,,

Centripetalna akceleracija dana je izrazima:

Izrazi za centripetalnu silu:



v Ar’r
F,=m-—, Fpo =M —; i Fp =m-o’r
r T
v v,
i—w—. ...................
< Vl :V2 :V3 =

Slika 3.4. Centripetalna sila

Centripetalna sila po veli¢ini je stalna, ali neprestano mijenja smjer, tako da vektor sile uvijek

2 % Fos 2 # Fp.

zatvara pravi kut s vektorom brzine. Na slici 3.4. vidimo da je IfCpl # IfCp

cp3
Navedimo nekoliko primjera centripetalne sile u prirodi: trenje izmedu kotaca i ceste kada se
automobil giba u kruznom zavoju po cesti, sila na elektron kada se giba u magnetskom polju
(Lorentzova sila), sila napetosti u niti za koju je vezano tijelo pri gibanju po kruznoj putan;ji itd.
Gravitacijska sila izmedu Zemlje i Mjeseca samo je aproksimacija centripetalne sile jer se Mjesec
oko centra mase sustava Zemlja-Mjesec ne giba po kruznici nego elipsi vrlo malog ekscentriciteta.
Sile su medudjelovanje dvaju tijela i zato se uvijek javljaju u paru i ne djeluju na isto tijelo. Tako
i centripetalna sila i njezina protusila ne djeluju na isto tijelo. Centripetalna sila djeluje na tijelo
koje se giba po kruznoj putanji, a njezina protusila djeluje na tijelo koje uzrokuje centripetalnu
silu.

3.4. TRENJE

Za odvijanje aktivnosti u svakodnevnom zivotu nuzno je trenje. Ono omogucuje hodanje,
zaustavljanje, voZnju automobilom, skretanje vozila u zavoju. Na trenju se temelji i upotreba
Cavala, vijaka, klina, kocnice itd. No, ponekad je trenje nepozeljno, jer umanjuje ucinkovitost
strojeva, uzrokuje toplinu, troSenje povrsina, usporava gibanje i sl., pa se tada trenje nastoji u€initi
Sto manjim, upotrebom kugli¢nih lezajeva i sredstava za podmazivanje te izgladivanjem dodirnih
povrsina.

Teorija o trenju sloZena je i nedovoljno poznata, pa se ne mozemo upustati u njegova tumacenja.
Mozemo samo spomenuti da je trenje posljedica medumolekularnih sila na povrSini tijela.



Trenje je sila koja se javlja na dodirnim povrSinama izmedu dva tijela ako se jedno od njih Zeli
pokrenuti ili se ve¢ giba.

Razlikujemo vanjsko i unutrasnje trenje (viskoznost). Vanjsko trenje javlja se medu cvrstim
povrSinama, a unutra$nje medu dijelovima fluida i izmedu ¢vrstog tijela i fluida.

U ko¢nicama automobila, pri guranju nekog sanduka po podu bez nekog sredstva za podmazivanje
i sl. javlja se suho trenje.

3.4.1. Vanjsko trenje; faktori trenja

Vanjsko trenje nastaje izmedu dodirnih povrsina dvaju ¢vrstih tijela. Ako povrSine miruju, trenje
nazivamo stati¢kim, a ako se jedna prema drugoj relativno gibaju, trenje je dinami¢ko. Trenje
klizanja pojavljuje se pri klizanju tijela po nekoj povrsini, a trenje kotrljanja javlja se kada se
tijelo kotrlja (npr. kotac).

Poc¢nemo li na tijelo djelovati nekom silom F, tijelo se ne¢e odmah pokrenuti jer u suprotnom
smjeru od smjera djelovanja sile djeluje trenje F (slika 3.5.).

Slika 3.5. Uz objasnjenje trenja

Najveca sila koja djeluje suprotno vucnoj sili i prisiljava tijelo da jo§ miruje naziva se staticko
trenje (sila trenja mirovanja). Kada se tijelo pokrene, vuénu silu moramo smanjiti, zelimo li da se
tijelo giba jednoliko. To znaci da je vuéna sila pri klizanju, koja je potrebna za odrzavanje gibanja,
manja od stati¢kog trenja. Stoga je i trenje klizanja manje od statickog trenja (slika 3.6.). Trenje
pri klizanju nazivamo dinamic¢kim trenjem klizanja.



Ftr,s _____________

Ftr,d

Slika 3.6. Ovisnost trenja o vuénoj sili

Pokusima je utvrdeno da staticko trenje Fir s ne ovisi o veli¢ini dodirnih povrsina i da je razmjerno
okomitom pritisku tijela na podlogu Fn (sili kojom jedna povrsina pritis¢e drugu):

Ftr,s < Us FN
gdje us staticki faktor trenja klizanja i ovisi o svojstvima dodirnih povrSina.

Dinamicko trenje klizanja takoder ne ovisi o veli¢ini dodirnih povrSina, nego samo o njihovim
osobinama, i razmjerno je okomitoj sili kojom tijelo pritis¢e podlogu.

Ftr, = Ud Fn
gdje je ua dinamicki faktor trenja klizanja.

I staticki faktor trenja klizanja (us) i dinamicki faktor trenja klizanja (uq ) Ovise 0 materijalu,
hrapavosti i Cisto¢i dodirnih povrSina (tablica 3.2.). Dinamicki faktor trenja klizanja ovisi jo§ i o
relativnoj brzini dodirnih povrSina, ali tu ovisnost esto zanemarujemo pri malim brzinama. I jedan
1 drugi faktor (koeficijent) uglavnom su neovisni o veli€ini kontaktne povrSine.

Promatrajmo kota¢ koji se kotrlja ravnom podlogom. U bilo kojem trenutku uo¢imo najnizu tocku
na kotacu koja je u dodiru s podlogom. U tom trenutku ta tocka, u odnosu prema podlozi, nacas
miruje. Zbog toga se izmedu kotaca i podloge ne pojavljuje trenje klizanja, nego jedna druga vrsta
trenja, trenje kotrljanja.

Ni kota¢ ni podloga nisu savrSeno kruti i zato se na mjestu trenutacnog dodira izmedu kotaca 1
podloge pojavljuje malo deformiranje kotaca i podloge, pri ¢emu se kota¢ malo spljosti, a podloga
malo ulekne. Pri kotrljanju ta se deformacija stalno premjesta idu¢i obodom kotaca, a kao
posljedica pojavljuje se sila koja se opire kotrljanju. To je trenje kotrljanja.



Ako se tijelo kotrlja, trenje je mnogo manje nego pri klizanju. Zbog toga je potrebna manja sila da
bi se neko tijelo premjestilo s jednog mjesta na drugo kotrljanjem negoli klizanjem. Zato se u
tehnici klizanje nastoji nadomjestiti kotrljanjem.

Kod vozila na kotac¢ima, na svakome mjestu na kojemu kotaci doticu tlo djeluje sila kotrljanja.
Nadalje, trenje izmedu kotaca koji se okre¢e i nepomicne osovine koja prolazi sredinom kotaca
smanjuje se pomocu kugli¢nih lezajeva: izmedu glavcine kotaca 1 osovine postavljene su celicne
kuglice. Na taj nacin, umjesto da klizi po osovini, glav¢ina kotaca kotrlja se po kuglicama oko
osovine.

Dakle, kod mnogih uredaja potrebno je smanjiti trenje, Sto se postiZze upotrebom kugli¢nih lezajeva
1 podmazivanjem dodirnih povrsina.

Zanimljivo je da je jedno od najucinkovitijih sredstava za podmazivanje tzv. sinovijska teku¢ina
u ljudskim zglobovima. Ona ¢ak stotinjak puta smanjuje trenje medu kostima i zglobovima.

Sila trenja kotrljanja rauna se po sli¢noj formuli kao 1 dinamicko trenje klizanja, samo $to je faktor
trenja kotrljanja uxot. manji od dinamickog faktora trenja klizanja. Dakle:

Ftr,kot = :ukot FN

. v Staticki faktor Dinamicki faktor Faktor trenja

Dodirne povrSine - o L S
trenja klizanja us | trenja klizanja uqd kotrljanja uot.

Drvo na drvu 0,5 0,3 0,05
Celik na &eliku 0,7 0,5 0,003
Guma na suhom asfaltu 0,8 0,6 0,01
Guma na mokrom asfaltu 0,3 0,2 0,005
Guma na ledu 0,02 0,01
Celik na ledu 0,03 0,01
Kost i kost (bez podmaz.) 0,3
Kost i kost (s podmaz.
pomocu sinovijske 0,003
tekucine u zglobu)
Guma i beton (suhi) 1,0 0,7

Tablica 3.2. Neki tipi¢ni faktori trenja



3.4.2. Uzrok sile trenja
Teorija o trenju sloZena je i nedovoljno poznata, ali se mehanizam trenja moze kvalitativno opisati.

Uglavnom su dva glavna uzroka pojave trenja klizanja izmedu povrsina dvaju tijela u dodiru. Prvi
je uzrok hrapavost povrSine: povrsine tijela nisu savrSeno glatke, nego uvijek imaju si¢uSne
udubine i izbocine koje zalaze jedne u druge opiruci se gibanju jednog tijela u odnosu na drugo.

Drugi uzrok pojave trenja je djelovanje adhezijskih molekularnih sila izmedu Cestica tvari u
podru¢ju dodira. Sto je veéa sila kojom jedna povrsina pritis¢e drugu, to ée kontakt povrsina biti
bolji i adhezija® veca.

U nekim primjerima uc¢inak molekularnih sila vazniji je od u¢inka hrapavosti povrSina, primjerice
pri trenju staklenog tijela i staklene podloge. To je trenje vece ako su dodirne povrSine vrlo glatke
negoli ako su hrapave. Naime, ako su povrsine vrlo glatke, tada one dobro prianjaju jedna uz drugu
1 snaznije je djelovanje privlacnih molekularnih sila izmedu ¢estica na jednoj 1 drugoj povrSini
koje djeluju jace kada su Cestice medusobno blize.

3.4.3. Trenje u svakodnevnom Zivotu

3.4.3.1. Sila trenja kao pokretacka sila pri hodanju i vrtnji kotaca

Da nema trenja, ne bismo mogli hodati. Kada namjeravamo krenuti, guramo stopalo prema natrag
1, da nema trenja, stopalo bismo gurnuli ne maknuvsi se. Zahvaljuju¢i hrapavosti podloge i potplata
djelujemo na tlo silom F. Time izazivamo protusilu koja je jednaka sili trenja i koja nas pokrece
te nam daje akceleraciju.

Slika 3.7. Trenje kao pokretacka sila

Zahvaljujuéi trenju pokrecu se vozila na kota¢ima. Kota¢ se okrece zahvaljujuci sili motora 1
djeluje na tlo silom F, a tlo na kota¢ silom trenja Fis. Najveca sila kojom mozemo djelovati na
tlo, a da se ne poskliznemo, i sila kojom kotac djeluje na tlo bez proklizavanja jednaka je statickom
trenju klizanja.

1 Prionjivost, medusobno privlacenje dvaju tijela koja se tijesno doti¢u; prianjanje, priljubljivanje, lijepljenje.



Dakle, kota¢ po tlu ne pokrecée sila motora. Ona ga samo vrti. Tek u dodiru kotacéa s tlom javlja
se sila trenja koja ga pokrece.

3.4.3.2. Gibanje automobila u zavoju

Pogonska sila motora okrece kota¢ automobila. Kotac djeluje na cestu, a cesta na kota¢ protusilom
jednakog iznosa i suprotnog smjera. Ta sila kojom cesta djeluje na kota¢ sila je statickog trenja
klizanja. Ako se tijelo giba pravocrtno, sila trenja na kota¢ omogucuje mu gibanje i ima smjer
gibanja.

Kada je kotac¢ u zavoju, sila trenja, osim gibanja kotaca, omogucuje jo$ i promjenu smjera njegove

brzine (daje kotacu centripetalnu akceleraciju). Dakle, sila F, ima dvije komponente, jednu u

smjeru radijusa Ift,, a drugu u smjeru tangente Iftt (slika 3.8)

Slika 3.8. Gibanje automobila u zavoju

Da bi se automobil mogao gibati bez zanoSenja, komponenta sile trenja F, usmjerena prema

srediStu zakrivljenosti zavoja ne smije biti manja od centripetalne sile potrebne za kruzno gibanje.
Najmanjem faktoru trenja odgovara najmanja sila trenja koja je jednaka centripetalnoj sili:

Ftr = Fcp
mv?
ymg=——
"
VZ
H=—



Tako smo odredili najmanji faktor trenja izmedu kotaa automobila i ceste da bi se automobil
mogao gibati bez zano$enja brzinom v u zavoju polumjera zakrivljenosti r.

3.4.4. Otpor sredstva

Otpor sredstva je vrsta trenja koja se javlja dok se tijelo giba kroz fluid. Veli¢ina otpora sredstva
ovisi o veliCini 1 obliku tijela, o brzini gibanja tijela u odnosu na fluid 1 osobinama fluida. Pri
manjim brzinama, kada je strujanje fluida oko tijela laminarno, taj je otpor manji i proporcionalan
brzini, a pri ve¢im brzinama, kada strujanje postaje vrtlozno, otpor je veci i proporcionalan je
kvadratu brzine:

1
F, = =Scpv?
0T 5 75

gdje je S povrsina popre¢nog presjeka, ¢ gustoca fluida, ¢ otporni broj (ili aecrodinamicki faktor)
koji za kuglu iznosi 0,35, za otvoreni padobran 1.3, a za aerodinamicki oblik 0,05.

Proucavanje otpora sredstva pri gibanju tijela kroz fluid vazno je za konstrukciju automobila,
brodova i zrakoplova. Otpor sredstva smeta ham, ali i pomaze.

Iz gornjeg izraza vidljivo je da povecanjem brzine npr. automobila sila otpora raste s kvadratom
brzine, zbog ¢ega se automobilu naglo poveéava potro$nja goriva. Automobilski dizajneri veoma
paze na ovisnost otpora zraka o obliku tijela, odnosno o aerodinami¢kom faktoru c, pa sportski

.....

Aerodinamicki faktor manji je za sportske automobile.

Padobran je dobar primjer kako nam otpor sredstva pomaze u sigurnom spustanju s velikih visina.
Komentirajte spustanje padobrana.

3.5. ELASTICNA SILA

Djelujemo 1i na neko ¢vrsto tijelo silom, uocit ¢emo da Ce ta sila na tijelu izazvati deformaciju
(promjenu oblika i obujma) koja ne ovisi 0 samoj sili nego o vrsti materijala i dimenzijama. Pri
svakoj deformaciji narusava se ravnoteza izmedu privla¢nih 1 odbojnih sila medu molekulama jer
dolazi do premjestanja njihovih poloZzaja.

Ako se neko tijelo (ekspander) pod djelovanjem sile deformira, a nakon prestanka sile vraca u
prvobitno stanje, takvo svojstvo tijela zovemo elasti¢nost. Vanjskoj sili protivi se elasti¢na sila po
veli€ini jednaka vanjskoj sili, a po smjeru suprotna.

Djelujemo li silom na gumenu vrpcu objesenu o stalak, uocit ¢emo da ¢e se produljiti (slika 3.9.).
Produljenje gumene vrpce pri rastezanju u elasticnom podru¢ju ovisi o sili, pocetnoj duljini,
povrsini presjeka 1 vrsti materijala, ¢iju ovisnost moZzemo izraziti u matematickom obliku 1
nazivamo Hookeovim zakonom:



Al =

m|e
m|]

Al - produljenje F — deformacijska sila

1 faktor razmjernosti | - pocetna duljina
E S — povrsina presjeka

E—Youngov modul elasti¢nosti

Youngov modul elasti¢nosti E konstanta je karakteristicna za pojedinu vrstu materijala. Odreduje
se eksperimentalno. Sto je modul elastiénosti veéi, produljenje ée biti manje. Mjerna jedinica SI-
ja za modul elasti¢nosti je paskal [Pa].

--r Tvar Youngov modul
elasti¢nosti E / 10° Pa
aluminij 70
bakar 120
Celik 210
guma 50
olovo 15
e
Slika 3.9. Produljenje Tablica 3.3. Youngov modul elasti¢nosti nekih tvari

Pravu mjeru za veli¢inu deformacijske sile dobijemo kada silu podijelimo presjekom jer ona
djeluje na sve tocke presjeka, ali ¢e joj djelovanje po pojedinoj Cestici biti slabije Sto je povrSina
presjeka veca. Kvocijent sile i plostine popre¢nog presjeka naziva se naprezanje p i izrazeno je
jednadzbom:

p=— [Nm?=Pa],

S

pa gornju jednadZbu moZemo pisati:

Al

1.
| E P
All je relativno produljenje, pokazuje produljenje po jedinici duljine i zato ga je pogodnije uzeti

za veli¢inu deformacije. Relativno produljenje razmjerno je naprezanju.



Pri rastezanju elasti¢ne opruge (slika 3.10.) u podrucju elasticnosti u njoj se javlja elasti¢na sila
koja je po veli¢ini jednaka vanjskoj sili, ali je suprotnog smjera. Povecavanjem vanjske sile

povecava se 1 elasti¢na sila u opruzi:

Iz Hookeova zakona slijedi:

F, =——>Al

el |
Izraz ? konstanta je za odredeno tijelo, pa

elasticnu silu mozemo napisati:

F, =—kal
F.

™

Fe

gdje je k — konstanta opruge.

Slika 3.10. Rastegnuta elasti¢na opruga

Primjer 3.4. Celi¢na zica duljine 1 m podvrgnuta je naprezanju 1050 MPa. Koliko je produljenje?
Rjesenje:
I=1m
I _
p = 1050 MPa AI=Ep=4,9-103m

E =210 GPa

Al=?

Primjer 3.5. Na horizontalnoj pruzi lokomotiva vuce vlak vu¢nom silom 180 000 N. Na dijelu
puta dugackom 500 m brzina vlaka porasla je od 36 km h™* na 72 km h. Koliko je trenje ako je
masa vlaka 500 t?



2 2
Vi -V,

RjeSenje: F.=F-F F=F-F,=F-ma=F-m = 30000 N
Primjer 3.6. Renault Clio ¢ija je masa oko 1200 kg ulazi u zavoj bez nagiba polumjera 100 m
najve¢om brzinom 72 km h%, pri ¢emu jo$ ne proklizava. Odredite centripetalnu silu koja djeluje
na automobil, statiCku silu trenja koja zadrzava automobil u zavoju i staticki faktor trenja.
RjesSenje:

m = 1200 kg Centripetalnu silu racunamo po formuli:
r=100m mv’
F., =——=4800N
v=72kmh* ® oy
Fep=7? Staticka sila trenja koja zadrzava automobil u zavoju je centripetalna sila:
FtS e ’) Ft,s = Fcp: 4800 N
ps="7?

Staticki faktor trenja:

_Fs =04
:us_ Fg -

Primjer 3.7. Biciklist se giba po horizontalno poloZzenome polukruznom zavoju polumjera 5 m
najve¢om moguc¢om brzinom 5 m/s u zavoju.

a) Koliki je faktor trenja izmedu gume bicikla i asfalta?

b) Koliki je kut izmedu biciklista i okomice na podlogu zbog njegova nagiba u zavoju?

Rjesenje:
a) b)
r=5m F =F tga = % _ Mg Slika 3.11. Biciklist u zavoju
v=5ms? ) LY
U=2a="? e = umg
V2 Qa=pu
u=—=051

rg a=27°



Primjer 3.8. Koliki je iznos akceleracije pomi¢nog dijela sustava na slici 3.16. uz pretpostavku da
u pocetnom trenutku tijela miruju, ako je zadano a = 37°, my= 2 kg, mo =5 kg, ms = 13 kg,
koeficijent trenja izmedu tijela mase my i podloge p = 0,25. Mase kolotura su zanemarive.

RjeSenje:
Pretpostavimo da se sustav giba uz kosinu. (Nacrtajte sve sile koje djeluju na sustav). Nadimo
rezultantnu silu na sustav:

Slika 3.12. Uz primjer 3.8.

Fr = Fg3 - Fgl - ngn — Fyr
(m, +m, +m, )a=m,g—m,g-m,gsina - m,gcosa
. (m; —m, —m, sin @ — zm, coScx)g
m, +m, +m,

=3,43ms?

Provjerite bismo li dobili isti rezultat, mozda s negativnim predznakom, da smo pretpostavili da
se sustav gibao niz kosinu.

Primjer 3.9. Na kosini nagiba o = 37° nalazi se tijelo mase my = 2 kg, i m2 = 4 kg. Faktori trenja
izmedu podloge i tijela su p1 = 0,3 i g2 = 0,1.

a) Kolika je akceleracija tijela masa mz i mz uz pretpostavku da tijela u pocetnom trenutku miruju?
b) Kolika je sila medudjelovanja?

c) Odredite najmanji kut kod kojeg dolazi do klizanja.



Slika 3.13. Uz primjer 3.9.

RjeSenje:

Sustav ¢e se gibati niz kosinu u smjeru rezultantne sile. (Nacrtajte, za vjezbu, sve sile koje djeluju
u smjeru gibanja sustava).

a) Fe=Fgysina+F,sina-uF,cosa - u,F ,cosa
(m, + my)a=m,gsin & +m,gsina — 4, m,gcosa — 1,M,g COSx
o (m+m,)gsina — (um, + p;m,)gcosa -
m, +m,
a=0,47g =4,6 ms?
- m,m, COS«&
b) F12 — F21 — (/ul luz) 1772 g
m, +m,
F,=F,=2,09N

c) Do klizanja dolazi kada je F; 20, tj. a>0, pa iz (*) slijedi:

. m, + £,m
gsmazwgcow
m, +m,

1u2m2 + :ulml — 0,1667
m,+m,

tga > a>95°

Primjer 3.10. Prizmati¢no tijelo kuta a moze se gibati po horizontalnoj podlozi. Na prizmi se
nalazi malo tijelo koje u pocetnom trenutku miruje. Faktor trenja izmedu podloge 1 tijela je .
Odrediti minimalni iznos akceleracije prizme pri kojoj Ce se tijelo na prizmi poceti gibati u odnosu
na slucaj gibanja a) 1 b).

mr.sc. Josip Pai¢, UDZBENIK - FIZIKA
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a) b)
Slika 3.14. Uz primjer 3.10.

RjeSenje:

Slika 3.15. Uz rjeSenje primjera 3.10.
a)
F+F,=F
Fcosa +F; sina = ,u(ng —Fsin a)
macosa +mgsin & = (Mg cosa —masin «)
4 (ucosa —sina)g
CoSa + usin

b
) F, +F,=F,

ulFy, +F,)+F, =F
u(mg cosa + F sina)+mgsin o = F cosa
u(mg cosa +masin )+ mg sin & = macosa

e (rcosa +sina)g
cosa — usin

mr.sc. Josip Pai¢, UDZBENIK - FIZIKA



Naravno, u oba slu¢aja mora vrijediti 1z > tgar zbog pocetnog uvjeta da tijelo miruje na kosini.

Primjer 3.11. Jedrenjem na dasci (more) ili jedrenjem na ledu mogu se postiéi brzine nekoliko
puta vece od brzine vjetra. Objasniti kako je to moguce.

RjeSenje:

Jedrilica postize maksimalnu brzinu kada Cestice zraka vise ne predaju koli¢inu gibanja mvy jedru.
To je ostvareno kada nestane komponente brzine vjetra okomite na jedra u sustavu vezanom za
jedrilicu. To mozemo objasniti na primjeru relativne i apsolutne brzine kise i automobila.

Ve =V +Ven > Vs =V —V,

V. Je relativna brzina kiSe u odnosu na automobil. To je brzina koju mi ,,vidimo* iz auta ili to

je brzina kojom kapi kise udaraju o naSe tijelo kada se vozimo u otvorenom autu, na biciklu,
motociklu...

Slika 3.16. Relativna brzina kiSe i automobila

Ako ovo primijenimo na jedrilicu (slika 3.17.), dobivamo:
VVZVJ+VVJ \7\/]:\7\/—\7]

jedro

‘\171;.,—- relativna brzina vjetra u odnosu na jedro
< \ 17_,- - brzina jedra

V, - brzina vjetra

Slika 3.17. Jedrilica



\7V,- jest relativna brzina vjetra u odnosu na jedro (slika 3.16) mora biti paralelna s ravninom jedra
jer ¢e ta koli¢ina gibanja koju Cestice vjetra predaju jedru biti jednaka nuli. Iz slike:
VV

- tga

v, .
J
U idealiziranom sluc¢aju, kada ne bi bilo otpora gibanju jedrilice, mogla bi se smanjivanjem kuta o
posti¢i po volji velika brzina jedrenjaka. U stvarnosti postoji otpor gibanju jedrilice (daske).
Iskustvo pokazuje da je maksimalna brzina jedrilice: V; ya = 3V,

, za o< 45°, V. >V

] v

Primjer 3.12. Lanac duljine L prebacen preko stola djelomi¢no lezi, a djelomi¢no visi. Faktor
trenja izmedu stola i lanca je p = 0,2. Koliki je najve¢i omjer duljine lanca L1 Koji visi, prema
ukupnoj duljini lanca L, da bi lanac ostao u tom polozaju?

5 L-Ls L
. F
L;
|

k,

RjeSenje:
Slika 3.18. Uz primjer 3.12.

Masa lanca na stolu: m L-L , gdje je m masa lanca duljine L

Masa lanca koji visi: mLL
L

Da bi lanac ostao u tom polozaju (slika 3.17.), mora biti ispunjen uvjet:

F, =F,
L-L L
pm—=——-g =m-—-g ML-L)=L p—pd, =L,
L wu



Primjer 3.13. Tri su tijela medusobno spojena nitima. Kolike su napetosti Fn1 i Fn2 ovih niti: a)
ako je podloga savrSeno glatka; b) ako je faktor trenja prema podlozi p = 0,1? Neka je m; = 2 kg,
m2 =4 kg, ma3=6 kg, F =24 N.

ms
m; .

F
Fy Fy,

Slika 3.19. Uz primjer 3.13.

|
|

RjeSenje:
F 2
) F=(m +m,+m,)a a=—— a=2ms
m1+m2+m3
Fy, =(m +m,)Ja=12nN F,=ma=4N
b) F.=F-F (m +m, +m,)a=F - g(m +m, +m,)g
F—pum +m,+m
a= lu( 1 2 3)g a:1’02m8-2

m, +m, +m,
F,=F,-F, Fu=m+mla+tum+m)y Fe=12N
Fo =Ry —Fy Fy =ma+umg Fna=4N

Primjer 3.14. Izracunajte nagib tra¢nica na zavoju zakrivljenosti R = 300 m tako da pri brzini od
v = 72 km h! nikakve boéne sile ne djeluju na vlak, tj. da pritisak na obje tracnice bude jednak.
Kolika je visinska razlika tra¢nica ako je to normalni kolosijek d = 1,435 m?

F,

L

Slika 3.20. Uz rjesenje primjera 3.14.



RjeSenje

Da bi pritisak na obje tra¢nice bio jednak, vektorski zbroj (rezultanta) centripetalne sile i okomitog
pritiska na tra¢nice mora biti jednak tezini vlaka. Prema slici 3.20. slijedi:

Fcp - Fg +Fy F n Je reakcija podloge
F 2 2
tga = —= = m_Yv
F, Rmg Rg
o="7"7°
sina:g h=dsina h=0,19m

PITANJA | ZADACI

10.

11.

12.

Sto je sila? Kakvo moze biti njezino djelovanje? Kako se mjeri?

Sto je masa?

Kako glasi prvi Newtonov zakon? Sto je tromost?

Kako glasi drugi Newtonov zakon?

Sto je tezina, a $to sila teza? U kojim se jedinicama iskazuje teZina?

Kako glasi tre¢i Newtonov zakon? Navedite nekoliko primjera.

Objasnite centripetalnu silu. NapiSite sve oblike formula centripetalne sile.
Sto je teziste? Koja je razlika izmedu teZista i centra mase?

Sto je trenje? Kako se raduna trenje?

Kolika je vuéna sila potrebna da bi se vlak mase 400 t ubrzao od 0 do 36 km h™* na putu
1000 m: a) ne uzimajuci u obzir trenje, b) ako je faktor trenja 0,005?

Covijek gura teret mase 30 kg stalnom brzinom po horizontalnoj podlozi silom koja zatvara
kut od 37° s horizontalom. Faktor trenja je 0,3. a) Kolika je sila? b) Kolika bi bila sila kad
bi ¢ovjek u istim uvjetima vukao teret?

Automobil mase 2000 kg vozi stalnom brzinom 36 km h preko mosta koji ima oblik: a)
izbocenog luka, b) udubljenog luka. Polumjer zakrivljenosti mosta je 100 m. Kolika je, u
oba slucaja, sila pritiska automobila na podlogu na sredini mosta? Pri kojoj brzini sila
pritiska na podlogu u sredini izbocenog mosta i§¢ezne?



13. Preko kolotura Atwoodova padostroja prebacena je tanka Celi¢na Zica na ¢ijim krajevima
vise utezi mase mi = 0,18 kg i mase my= 0,22 kg. IzraCunajte akceleraciju utega i napetosti
niti. Zanemarite trenje te masu Zice 1 kolotura.

3.6. RELATIVNOST GIBANJA | INERCIJSKE SILE

Sustav u odnosu na koji opisujemo gibanje tijela naziva se referentni sustav. Referentni sustavi
mogu biti inercijski i neinercijski. Sustav koji miruje ili se giba jednoliko u odnosu na motritelja
na Zemlji naziva se inercijski sustav (jer u njemu vrijedi prvi Newtonov zakon i svi zakoni gibanja
koje smo upoznali). Neinercijski sustavi su referentni sustavi koji se gibaju nekom akceleracijom
u odnosu na neki inercijski sustav (u njima ne vrijedi prvi Newtonov zakon, ¢ija se valjanost
upravo uzima kao kriterij je li neki sustav inercijski ili nije).

Primjeri inercijskog sustava su dvorana u kojoj se nalazimo, brod ili autobus u jednolikoj
pravocrtnoj voznji itd. Promatramo li, npr. slobodni pad nekog predmeta u dvorani ili u autobusu
koji se giba stalnom brzinom po pravcu, slobodni pad izvodi se na isti nacin. I sve ostale pojave
dogadaju se na isti nacin u oba referentna sustava.

Svaki referentni sustav koji miruje ili se giba jednoliko pravocrtno s obzirom na neki drugi
inercijski sustav takoder je inercijski sustav. Svi su inercijski sustavi jednaki jer su u njima svi
zakoni mehanike jednaki. Svi inercijski sustavi jednako su vrijedni ili ekvivalentni. Ni na koji
naéin ne mozemo pokusima ustanoviti koji sustav miruje, a koji se jednoliko giba. Svaki od njih
mozemo smatrati apsolutno mirnim, $to znaci da nema apsolutno mirnog sustava. To je poznato
Galileijevo nacelo relativnosti koje vrijedi u klasi¢noj mehanici.

Znaci, gibanja tijela zbivaju se na isti nacin u svim inercijskim sustavima za promatraca koji se
nalazi u tom sustavu. No, ako promatrac sa Zemlje promatra slobodni pad u autobusu koji se giba
jednoliko pravocrtno, putanja tijela koje slobodno pada nece biti pravac, veé¢ krivulja, kao kod
horizontalnog hica (slika 3.6.1.).

s
S

v
v




Slika 3.6.1. Putanja tijela pri slobodnom padu u autobusu koji se giba jednoliko po pravcu: a) za
promatraca u autobusu, b) za promatraca na Zemlji

Postavimo prijelaz iz Zemljina inercijskog sustava u inercijski sustav autobusa i obratno, tj. vezu
izmedu koordinata polozaja i brzine tijela u dva inercijska sustava. Tu vezu nazivamo Galileijevim
transformacijama.

Neka su dva inercijska sustava S i S’ (slika 3.6.2.) koji se jedan prema drugom gibaju stalnom
brzinom V, u smjeru osi x, tako da se x i x poklapaju, a osi y i z ostaju paralelne sy i z’. U
podetnom trenutku (t = t = 0) sustavi se poklapaju. PoloZaj tijela (materijalne to¢ke) u referentnom
sustavu S odreden je radijusvektorom T, a u referentnom sustavu S radijusvektorom 7', a

ishodista su povezana vektorom T, . Veza vektora polozaja izmedu Si S’ je: r=r'+r,
y] S y1 s
% —  —
> NF=F
m
0 n O

Slika 3.6.2. Uz Galileijeve transformacije

Vrijeme jednako te¢e u oba inercijska sustava: t=t’
Ako deriviramo vektore poloZaja po vremenu, dobivamo vezu medu brzinama:
V=V'+V,

gdje je V brzina u sustavu S (vezanom za Zemlju), V' brzina u sustavu S” (vezanom za autobus),
a Vv, brzina sustava S” (autobusa) prema sustavu S (Zemlji).

Deriviranjem brzine po vremenu dobivamo akceleracije:
a=a’
gdje je @ akceleracija tijela u sustavu S, i ' akceleracija tijelau S".

Prethodne relacije moZemo izraziti pomoc¢u komponenata, umjesto u vektorskom obliku:



X =X"+V,t y=y
Vx:V;—i_VO v :V;/ Vz:V;
Gornje relacije za koordinate, brzine, vrijeme i akceleracije materijalne toc¢ke dvaju inercijskih
sustava poznate su kao Galileijeve transformacije.

Galileijeve transformacije vrijede za klasi¢nu fiziku kada se tijelo (materijalna tocka) giba
brzinama mnogo manjim od brzine svjetlosti. Za relativisticku mehaniku, kada su brzine tijela
usporedive s brzinom svjetlosti, ne vrijede Galileijeve transformacije, ve¢ se tada primjenjuju
Lorentzove transformacije, koje se za male brzine opet svode na Galileijeve.

Drugi Newtonov zakon ima isti oblik u oba inercijska sustava jer je sila na tijelo u sustavu S
F =ma, akako je &=4a', amasa ne ovisi 0 brzini (M =m), tojei F'=ma’ =ma=E.

Zakljucujemo da drugi Newtonov zakon ima isti oblik u oba inercijska sustava.

Primjer 3.6.1. Kolikom brzinom leti galeb s obzirom na Zemlju ako s obzirom na brod, koji plovi
brzinom 18 km h'%, leti brzinom 1 m s prema pramcu?

Vp=18 kmh?=5ms?

V =1ms?

v="? V=V +V, v=6ms?

3.6.1. Inercijske sile u pravocrtno akceleriranom sustavu
Promatrajmo putovanje autobusom koji se giba jednoliko ubrzano pravocrtno akceleracijom &, .

Kada autobus ubrzava, putnik u autobusu osjeca silu u suprotnom smjeru od smjera ubrzavanja,
prema natrag, a kada autobus usporava, osjeca silu prema naprijed. Znaci da za sustav koji se
pravocrtno ubrzava ne vrijedi zakon inercije, pa se takav sustav zove neinercijski sustav.
Pravocrtno akcelerirani sustavi su neinercijski sustavi. U njima se javlja sila sa smjerom suprotnim
od smjera akceleracije akceleriranog sustava, a po veli¢ini je jednaka umnosku mase tijela i
akceleracije akceleriranog sustava:

Ta je sila prividna sila jer nije posljedica medudjelovanja dvaju tijela i nema protusilu, a kako je
posljedica tromosti tijela, zove se inercijska sila.

Za promatraca na Zemlji (izvan autobusa), zanoSenje putnika u akceleriranom sustavu posljedica
je tromosti tijela u skladu s prvim Newtonovim zakonom.



Oznac¢imo autobus sa S~ kao neinercijski sustav koji se giba ubrzano pravocrtno stalnom
akceleracijom @, prema Zemlji kao inercijskom sustavu S. Koordinate materijalne tocke u sustavu

Ssux,y,z,ausustavu S” x',y", z". Veza izmedu koordinata, brzina i akceleracija dana je izrazima:

’ a ! ’ !
X =x—v0t—?°t2, y'=y, z'=z, t'=t, v.=v,-v,-a;t, al =a, —a,
A 4
.

2 0
——>

o7

0 >
0 > P
X

Slika 3.6.3. Inercijska sila u ubrzanim sustavima
Za akceleraciju opcenito vrijedi:
a'=a-g,

Drugi Newtonov zakon imat ¢e isti oblik 1 za ubrzani sustav S” ako silama koje nastaju zbog
djelovanja drugih sila dodamo inercijsku silu, koja nastaje zbog neinercijalnosti sustava :

ma’' =F +F,

Uzmimo za primjer akceleriranog sustava sustav vezan za dizalo koje se giba akceleracijom a, ,

tj. kada se ubrzava pri pokretanju i usporava pri zaustavljanju. Neka na stropu dizala visi
dinamometar s utegom. Kada dizalo miruje ili se giba jednoliko pravocrtno, dinamometar pokazuje
tezinu utega koja je jednaka sili tezi. Ubrzava li se uteg prema gore akceleracijom 4,

dinamometar pokazuje vise negoli kada dizalo miruje. Na tijelo osim vanjskih sila (sila teze 1 sile
opruge) u ubrzanom sustavu vezanom za dizalo djeluje i inercijska sila F = —-M3, (uovom slucaju
sa smjerom prema dolje).

G'=-F, =F; +F;=mg —ma,
Radi jednostavnosti mozemo pisati skalarno:

!
G'=mg +ma,



U dizalu koje bi slobodno padalo, dinamometar s objeSenim utegom pokazivao bi da uteg nema
tezine.

Vv = konst.
Tao

Slika 3.6.4.Tezina u dizalu

Primjer 3.6.2. Kolika je inercijska sila koja djeluje na ¢ovjeka mase 80 kg ako pri pokretanju
prema dolje vaga na kojoj stoji pokazuje 60 kg? Kolika je akceleracija ¢ovjeka?

RjeSenje: F =F, -G
Fe=800N Fi =200 N
G'=600 N F.

a, =—
F| =? m
a, ="? a, = 2,5ms?

3.6.2. Inercijske sile u kruzno akceleriranom sustavu

Da bi se autobus gibao zavojem kruznog oblika, na autobus mora djelovati centripetalna sila.
Centripetalna sila je trenje koja autobusu daje centripetalnu akceleraciju, pa je autobus kruzno
akcelerirani sustav. Za promatraca u autobusu javlja se prividna sila u smjeru od srediSta
zakrivljenosti zavoja, koja nije posljedica djelovanja drugog tijela, pa je kruzno akcelerirani sustav
takoder neinercijski sustav, jer u njemu ne vrijedi prvi Newtonov zakon. Ta inercijska sila zove se
centrifugalna sila. Centrifugalna sila ima suprotan smjer od centripetalne sile, ali treba napomenuti



da se te dvije sile nikada ne javljaju zajedno. Centripetalna sila javlja se za promatraca u sustavu
Zemlje (inercijskom sustavu). Znaci, centrifugalna i centripetalna sila javljaju se u dva razlicita
sustava, pa ih nikada ne mozemo promatrati zajedno. Centrifugalna sila nema protusilu (ona je
prividna sila).

Zakljucujemo, centripetalna sila javlja se za promatraca u Zemljinom inercijskom sustavu i ona
uzrokuje kruzno gibanje tijela, a centrifugalna sila javlja se za promatraca koji se nalazi u kruzno
akceleriranom sustavu, tj. centrifugalna sila javlja se za promatraca koji zajedno s tijelom jednoliko
kruzi (slika 3.6.5.).

Kruzno akcelerirani sustav ima centripetalnu akceleraciju:  a,, =@, =

mv 2

pa je izraz za centrifugalnu silu: ~ F, =F, =— -

lako je centrifugalna sila inercijska sila, ona uzrokuje znatne promjene na tijelima u kruzno
akceleriranim sustavima.

Centrifugalna sila djeluje na vozila koja se gibaju zavojima, i da ne bi doslo do izbacivanja vozila
iz zavoja, ceste se na zavojima grade s nagibom. Isto se tako biciklist pri ulazu u zavoj naginje
zbog savladavanja centrifugalne sile koja ga izbacuje iz zavoja.

Zbog rotacije Zemlje oko svoje osi javlja se centrifugalna sila i Coriolisova sila. Posljedica
centrifugalne sile je spljoStenost Zemlje na polovima i smanjenje tezine tijela iduci od pola prema
ekvatoru.



Coriolisova sila uvijek djeluje okomito na smjer brzine tijela, pri cemu uvijek mijenja njezin
pravac i smjer. Ona se najvise o€ituje pri zra¢nim ili vodenim tokovima usmjerenim prema sjeveru
ili jugu. Rijeke koje na sjevernoj geografskoj $irini teku od sjevera prema jugu vise deru desnu
obalu, a sjeverni vjetrovi skre¢u prema zapadu. Na juznoj je geografskoj Sirini obratno. Pri
slobodnom padu na Zemljinoj povrsini na tijelo, uz silu tezu, djeluje i Coriolisova sila te uzrokuje
otklon tijela prema istoku.

Coriolisova sila dana je izrazom:

Fo =2mv'x o
gdje je m masa tijela, V' brzina tijela s obzirom na Zemlju, @ je kutna brzina Zemlje. Smjer joj se
moze odrediti pravilom za smjer vektorskog produkta, a iznos pomocu izraza:

F. =2mv'wsin(V’, ®)

Ukupna inercijska sila na tijela na Zemlji je zbroj centrifugalne i Coriolisove sile:

F=F, +F

Sustav vezan za Zemljinu povrSinu zapravo je akcelerirani sustav, jer ima centripetalnu
akceleraciju zbog Zemljine rotacije i revolucije. Centripetalna akceleracija zbog Zemljine rotacije
najveca je na ekvatoru (0,03 m s). Zbog gibanja Zemlje oko Sunca centripetalna akceleracija jos
je manja, pa je Zemlja uglavnom inercijski sustav.

PITANJA | ZADACI

Objasnite referentne sustave. Sto je inercijski, a §to neinercijski referentni sustav?
Izvedite Galileijeve transformacije za dva inercijska sustava.
Kada se pojavljuju inercijske sile?

Kolika je inercijska sila u jednoliko ubrzanom sustavu?

o c w bpoRE

Kolika je tezina tijela u sustavu vezanom za dizalo koje se: a) giba jednoliko, b) giba
jednoliko ubrzano s akceleracijom &, prema gore i c) jednoliko ubrzano akceleracijom &,
prema dolje?

6. Koje se inercijske sile javljaju u sustavu koji se vrti stalnom kutnom brzinom?
7. Sto je centrifugalna sila i koliko iznosi?

8. O ¢emu ovisi Coriolisova sila?



9. Visak objeSen na stropu vozila zatvara s vertikalom kut od 12° prema natrag. Kolika je
akceleracija vozila i kojeg je smjera?

10. Kolikom silom ¢ovjek mase 100 kg djeluje na pod dizala kada se dizalo dize: a) stalnom
brzinom, b) akceleracijom 9,81 m s i spusta akceleracijom 9,81 m s2?

11. Covjek u dizalu priti$ée na pod silom 700 N. Zbog dolaska na sedmi kat dizalo se usporava
akceleracijom 1 m s2. Kolika je masa ¢ovjeka?

12. U epruveti centrifuge nalazi se otopina s dvjema vrstama Cestica ¢ije su mase u odnosu my
= 2 my. Odredite odnos centrifugalnih sila na Cestice kada su na istoj udaljenosti od osi.
Koje ¢e Cestice biti na dnu epruvete nakon centrifugiranja?

4. ENERGIJA I ZAKONI OCUVANJA

4.1. KOLICINA GIBANJA

Razradimo drugi Newtonov zakon F = ma:

V, =V
ALt

F(, —-t)=mv, —mv, @
Tako smo dobili drugi Newtonov zakon u drugom obliku.

Na lijjevoj strani izraza imamo umnozak sile i vremenskog intervala u kojem ta sila djeluje FALt.

Na desnoj strani izraza imamo razliku umnoZzaka mase 1 brzina na kraju 1 pocetku djelovanja sile.

Umnozak mase 1 brzine zove se koli¢ina gibanja. To je vektor €iji je smjer jednak smjeru brzine:
p=mv [kgms?]
Mjerna jedinica koli¢ine gibanja je kg m st iliN's jerje Ns =kgms™

Koli¢ina gibanja oznacava osobinu tijela koje se giba. Za svaku promjenu koli¢ine gibanja
potrebno je da na tijelo neko vrijeme djeluje sila.

Prema izrazu (1) moZzemo zakljuciti da, kada na tijelo tijekom vremenskog intervala At djeluje
neka sila F, promijeni mu se koli¢ina gibanja za Ap, i to u smjeru djelovanja sile, §to piSemo:

FAt = A(mv)



FAt = AP

Ovaj izraz govori da je umnozak sile i vriemenskog intervala jednak promjeni koli¢ine gibanja koju
je ta sila izazvala.

4.2. ZAKON OCUVANJA KOLICINE GIBANJA

Izvedimo zakon ocuvanja koli¢ine gibanja za zatvoreni sustav dvaju tijela, A i B. Neka tijelo A u
nekom vremenskom intervalu t> — t1 djeluje na tijelo B silom Fag, tada prema treCem
Newtonovom zakonu i tijelo B djeluje na tijelo A silom Fg a u istom vremenskom intervalu, pa je:

IEA,B = _FB,A (1)

Pomnozimo lijevu i desnu stranu gornje jednadzbe s vremenskim intervalom t> —t1 u kojem tijela
medusobno djeluju:

IEA,B (tz _tl) = _lf B,A(tz _tl) (2)

Kako smo ve¢ definirali, umnozak sile i viemenskog intervala jednak je promjeni koli¢ine gibanja.
Za tijelo B je:

Fas(t, —t) = my¥,, —mgVg, ©)
ms je masa tijela B, v, je brzinatijela B u trenutku t1 i v, je brzina tijela B u trenutku t..
Sli¢no vrijedi i za tijelo A:

Foa(t,—t,) = M,V,, —m, Vg, 4)
ma je masa tijela A, v,, je brzinatijela A utrenutku t1 i v ,, je brzina tijela A u trenutku t.
Usporedbom izraza (2), (3) i (4) dobivamo:

MgVg, — MgV = —(MAV 5,—MV )
odakle slijedi: M AV, +MgVg, =MV, +MgVg,

Ova relacija predstavlja zakon o¢uvanja koli¢ine gibanje za sustav dvaju tijela koji mozemo izreéi
na slijede¢i na¢in: ukupna koli¢ina gibanja dvaju tijela u zatvorenom sustavu ne mijenja se tijekom
vremena, tj. ostaje konstantna.

Na sli¢an na¢in mozZe se izvesti zakon za zatvoreni sustav koji se sastoji od triju i vise tijela.



Primjer 4.1. U automobil koji miruje udari kamion mase 3 t brzinom 36 km h™. Nakon sudara
automobil i kamion gibaju se zajedno brzinom 25 km h. Kolika je masa automobila?

C m,V, — M,V _
Rjesenje: m,v, +m,v, =(m, +m, v m, = % =132t

Primjer 4.2. Tijelo mase 4 kg giba se pravocrtno brzinom vi = 10 m s? prije sudara s drugim
tijelom mase 10 kg, koje se giba pravocrtno prema prvom tijelu brzinom v, = 15 m s, Kolika je
brzina tijela nakon sudara ako je sudar neelasti¢an?

RjeSenje:

Prije sudara Poslije sudara

Slika 4.1. Uz primjer 4.2.
Zakon ocuvanja koli¢ine gibanja u vektorskom obliku:
m,V, + myV, = (m, +m, Vv
Zakon ocuvanja koli¢ine gibanja u skalarnom obliku:
m,v, —my,v, = (m, +m,)v

V= m,\v, —m,v,
m, +m,

v=-7,86 mst

Predznak minus znaci da ¢e se tijela poslije sudara gibati u suprotnom smjeru od odabranog smjera
na slici, tj. tijela ¢e se gibati u smjeru gibanja drugog tijela prije sudara s prvim tijelom.

Zadaci:

1. Ako udarac traje 10 ms, a lopta mase 500 g odleti brzinom 5 m s, odredite kolika je srednja
sila za vrijeme djelovanja noge na loptu?

2. Molekula vodika brzine 1000 m s udari u stjenku posude pod pravim kutom i elasti¢no
se odbije. Nadite promjenu koli¢ine gibanja molekule.

3. Kako glasi zakon o€uvanja koli¢ine gibanja?



4.3. RAD | SNAGA

U fizici je rad definiran kao svladavanje sile na odredenom putu, za razliku od pojma rada u
svakodnevnom Zzivotu. Da bismo izracunali koliki je obavljeni rad, moramo poznavati silu koja
djeluje na tijelo i nacin na koji se to tijelo giba.

4.3.1. Rad stalne sile
Neka se pod djelovanjem stalne sile neko tijelo giba pravocrtno u smjeru pravca djelovanja sile.
Tada je obavljeni rad jednak umnosku sile i puta koji je tijelo preslo pod djelovanjem te sile:

W=F -s[Nm=1]]

Iz izraza za rad slijedi jedinica za rad. U medunarodnom sustavu jedinica mjerna jedinica za rad
je dzul [J]. Dzul je rad koji izvrsi sila 1 N na putu 1 m u smjeru djelovanja sile.

U atomskoj fizici i u jo§ nekim podruc¢jima fizike dopustena jedinica za rad jest elektronvolt (eV):
1eV=1,6107"]

Rad elektri¢ne struje izrazava se u kWh:  kWh=3,6 MJ

Djeluje li sila F ukoso pod nekim kutom o u odnosu na smjer gibanja (put), tada je rad jednak
umnos§ku komponente sile u smjeru puta Fs i puta s (slika 4. 1.):

W=F,-s F, =Fcosa W =F-s-cosa (skalarni
produkt dvaju vektora je skalarna veli¢ina).

Napisemo li silu i put u vektorskom obliku, izraz za rad je: W = F-5

Napomena: Izraz F -§ = Fscosa jest skalarni produkt vektora F i § (kako je put s jednak

pomaku X, i put je takoder vektor).
~ —71?

r--=-=-= il a .
Fs

nl

v _ _

~
S

Slika 4.2. Rad sile koja djeluje ukoso u odnosu na smjer gibanja

Rad je skalarna veli¢ina. Moze biti pozitivan, negativan i jednak nuli. Ako je 0 <a <90°, rad je
pozitivan. Ako sila djeluje u smjeru gibanja, rad je pozitivan. Pri padanju tijela, sila teza je u smjeru
gibanja, pa je rad sile teze pozitivan. Ako je o =90°, rad je jednak nula. Rad centripetalne sile
jednak je nuli. Ako sila djeluje na tijelo, a tijelo se ne giba, rad je takoder jednak nuli. Ako je



90° < ar <180°, rad je negativan. Rad sile koja djeluje u suprotnom smjeru od smjera gibanja je
negativan. Rad trenja je negativan.

Primjer 4.3. Radnik vuce kolica prema kamionu. Koliki rad obavi radnik na putu od 30 m ako

djeluje silom 500 N, pri ¢emu je kut izmedu smjera gibanja kolica i rucke za koju radnik vuce
kolica 37°?

RjeSenje:
W =Fscosa

W =11979,5]

4.3.2. Graficki prikaz rada
Prikazimo stalnu silu koja djeluje na tijelo na putu u smjeru puta kao funkciju puta (u F,s-
koordinatnom sustavu), (slika 4.3. a).

F F
F = konst. F # konst.
| FS,-/%/(-{I\L\:{‘WL/‘
L N I B A
_ | I|:|I::I:|:||||:I||I
w=Fs Sl
I I e R o L
| L T O L T I B B A
L T O L T I B B
| I I T I U T B PO |
S ASi S

Slika 4.3. Graficki prikaz rada

Budu¢i da je rad umnozak sile i puta, zaklju¢ujemo da je povrSina pravokutnika ispod grafa sile
brojcano jednaka radu. Rad je uvijek predo¢en povrSinom ispod grafa koji prikazuje ovisnost sile
0 putu, bez obzira na to kako se sila mijenja duz puta (slika 4.3. b).

Da bismo izracunali rad u opéenitom slucaju, ukupni put podijelimo na male dijelove As,. Rad
sile na tom malom djeli¢u bit ¢e jednak povrSini uskog pravokutnika jer ¢e sila duz pojedinog As,

biti gotovo stalna:

AW, =F _As,



Ukupni je rad:

W = AIsmjoz F As, = ! F.ds

now 171

4.3.3. Snaga
Kvocijent obavljenog rada i vremena za koje je rad obavljen nazivamo srednja snaga:
-V i p-AW
t At

gdje je AW obavljenirad, At vremenski interval. Ustvari, snaga je brzina vrsenja rada. Stroj koji
za krace vrijeme obavi isti rad, ima vecu snagu.

Srednju snagu mozemo izraziti i preko sile i srednje brzine:

-V P g
t ot
P=Fv

Kvocijent rada obavljenog u neizmjerno malenom vremenskom intervalu i tog vremenskog
intervala naziva se trenutna snaga ili snaga:

P=|imF_>=d—= =|E-\7=FVCOSa
At—0 dt dt

gdje je a kut izmedu smjera sile i smjera brzine tijela. Snaga je skalarni produkt sile i brzine, pa je
snaga, kao i rad, skalarna veli¢ina. Ako je a = 0°, cos 0° = 1, tada je izraz za snagu:

P=Fv

mjerna jedinica za snagu je wat (W). Stroj ¢e imati snagu 1 W ako rad od 1 J obavi u vremenu od
1s (W =Jsb). Vece jedinice za snagu su kW = 1000 W, MW =10° W, GW = 10° W.

Stara jedinica za snagu je konjska snaga KS. Odredena je kao snaga potrebna za dizanje mase 75
kg na visinu od 1 m u vremenu od 1s:

P=ngh=735,5W=1KS



Primjer 4.4. Kamion mase 5 t prije zaustavljanja ima brzinu 72 km h%. Put zaustavljanja kamiona
je 30 m. Kolika je srednja snaga zaustavljanja?

Rjesenje: o o : N
Srednja brzina, uz pretpostavku da se kamion jednoliko zaustavljao, je:
m=5t
Ve TV v+0 v
— poc kon -1
- -1 V= = =—=10ms
s=30m
2 3

P> PoFvemayl-m_V p-mV P =33310°W

2 s2 4s

4.3.4. Rad rezultantne sile

Kada na tijelo djeluje vise sila, rad rezultantne sile mozemo izracunati tako da najprije izraunamo
rad pojedinih sila, pa sve radove zbrojimo. MoZemo ga izraCunati i tako da najprije odredimo
rezultantu svih sila (ukupan vektorski zbroj svih sila), a zatim izra¢unamo rad rezultantne sile za
zadano gibanje.

Primjer 4.5.

Koliki rad treba izvrsiti da bismo tijelo mase 50 kg digli iz mirovanja visoko 1,5 m, a tijelo bi se
pritom dizalo akceleracijom 2 m s2? (Izradunati rad rezultantne sile i rad sile kojom podizemo
tijelo.)

RjeSenje:
Zelimo li da se tijelo iz mirovanja giba jednoliko ubrzano prema gore, na njega moramo djelovati
stalnom silom prema gore vecom od tezine tijela, tako da je rezultantna sila na tijelo:

FrR=F-Fc ili Fr=ma

— at>  mv?
Rad rezultantne sile je: W, =F;h=mah= ma7 == E,=1501J

Nadalje, izraCunajmo rad sile kojom podiZzemo tijelo. MoZemo pisati:

2 2 2
(F-F,h=E, ; (F—mg)hzm;/ ; Fh—mghzm;/ . Fh=mgh+ ™

= mgh + mah



W = Fh je rad sile kojom podizemo tijelo. Jednak je povecanju gravitacijske potencijalne i
povecanju kineticke energije:

W = AE_, +AE, =900 J

4.4. ENERGIJA

Energija je sposobnost tijela da moze vrSiti rad. Postoji viSe vrsta energije: mehanicka, kemijska,
nuklearna, elektri¢na, toplinska, itd.

Obradivat ¢emo mehanicku energiju. Oblici mehanicke energije su kineticka i potencijalna
(gravitacijska i elasti¢na).

4.4.1. Kineticka energija

To je energija koju tijelo ima kada se giba. Da bi se tijelo gibalo jednoliko, ukupna sila na tijelo
mora biti jednaka nuli (dovoljno ga je samo pokrenuti, pa da se dalje nastavi gibati stalnom
brzinom), a ako na tijelo djeluje stalna sila, tijelu se stalno jednoliko povecava brzina, a time mu
se povecava i kineti¢ka energija. IzraCunajmo rad sile koja tijelu povecava brzinu iz mirovanja do
neke vrijednosti v:

2

w =iFds=§[mads:_Z[m%vdt =Imvdv= mjzvdv: mv?

Ek p— —_——

2m  2m
Povecava li se brzina tijela od pocetne brzine vo do brzine v djelovanjem stalne sile F na nekom
dijelu puta od s1 do sz, rad potreban za to povecanje je:

2 2
mv;

2

mv

W :TFds:Idev:

S1



Zakljucujemo da se tijelu povecala kineticka energija s Exo Na Ex. Povecanje kineticke energije
jednako je radu:

W =E, -E,, = AE,
Gornji izraz povezuje rad i promjenu kineticke energije, a naziva se poucak o radu i kineti¢koj
energiji.
Kineti¢ka energija uvijek je pozitivna. Rad je pozitivan ako se tijelu kineti¢ka energija povecava.

Rad je negativan ako se tijelu kineticka energija smanjuje. Rad je jednak nuli ako se kineticka
energija ne mijenja.

Primjer 4.6. Na $to treba utrositi vise rada: na povecéanje brzine na 5 m s tijelu mase 5 kg koje
stoji ili na povecanje brzine na 10 m s istom tijelu koje vozi brzinom 5 m s1?

Rjesenje:
mv;, mv; mv:  mv}
WimaBo =T =Sl W maR, =T
W, =187,57

Vidimo da je W2 > Wy, §to intuitivno ne bismo oc¢ekivali.
Mjerna jedinica Sl-ja za energiju ista je kao i za rad, dzul.

Primjer 4.7. Tane mase 20 g, lete¢i brzinom od 420 m s, probije dasku debelu 2 cm. Odredite
silu otpora daske ako je tane, nakon $to je probilo dasku, nastavilo letjeti brzinom od 120 m s1?
RjeSenje:
mv;  mv;
_my; my; F__ 2 2

2 2 d ’

W =AE, =E, -E, , Fd F =-81000 N

Negativan predznak znaci da je sila otpora daske djelovala u suprotnom smjeru od smjera gibanja
taneta. Rad sile otpora daske takoder je negativan jer se kineticka energija taneta smanjivala.



4.4.2. Gravitacijska potencijalna energija

Neka imamo tijelo mase m u gravitacijskom polju Zemlje, u blizini njezine povrsine, koje zelimo
podi¢i jednoliko vertikalno s visine hy na visinu h. Sila potrebna za podizanje tijela konstantna je
i jednaka tezini tijela. Rad potreban za podizanje tijela je:

W=F; (hz - hl): mgh, —mgh,
Veli¢ina mgh je gravitacijska potencijalna energija. Onda je:  E,, =mgh

Vidimo da je rad pri podizanju tijela na neku visinu na kojoj ¢e mirovati jednak promjeni
gravitacijske potencijalne energije: W =E_, —E_,, odnosno W =AE,

Pretpostavimo da tijelo nismo dizali vertikalno, nego po bilo kakvoj krivulji (slika 4.4).

ds
dy

dx

Slika 4.4. Uz izvod gravitacijske potencijalne energije

Rad $to ga izvr$i vanjska sila F pomicuéi tijelo po putanji iz tocke 1 u tocku 2 je:
2

W =[F-cosa-ds
1

Da bi se tijelo pomicalo jednoliko, zbroj sila koje djeluju na tijelo na tangenti mora biti jednak
nuli, tj.: F-cosa =F;-sin g

2
Sada izraz za rad moZemo pisati: Wz_[ F -sin g -ds
1



_dy

Prema gornjoj slici moze se napisati da je infinitezimalni put ds: ds = 5 gdje je dy vertikalna
in

komponenta ds.

2
UvrsStavanjem u izraz za rad dobivamo: W = _[F -sin ,[)’ — J- -dy = mgy|

1 1 1
W =mgh, —mgh, =mg(h, —h,)
W =mgh odnosno Eg, =mgh

Mozemo zaklju€iti da rad, odnosno promjena gravitacijske potencijalne energije, pri pomicanju
tijela prema gore u odnosu na nultu razinu, ne ovisi o putu kojim smo pomicali tijelo, ve¢ samo o
podetnom i konaénom poloZaju, tj. o razlici visina (h=h, —h,). Sila kojoj rad ne ovisi o putu,
nego samo o pocetnoj i kona¢noj tocki, zove se konzervativna sila. Takve su gravitacijska,
elasticna i Coulombova sila. Rad konzervativne sile po zatvorenom putu jednak je nuli.

§Fds =0
Sile kojima rad izmedu dviju istih tocaka ovisi o putu zovemo nekonzervativne ili disipativne sile.
To je, primjerice, sila trenja. Rad nekonzervativne sile po zatvorenoj krivulji nije jednak nuli.

Rad konzervativne sile jednak je razlici potencijalnih energija izmedu dva polozaja tijela. To
predstavlja poucak o radu i potencijalnoj energiji.

Naglasimo da gornji izraz za gravitacijsku potencijalnu energiju vrijedi samo za slu¢aj u kojem je
potencijalna energija u beskona¢nosti jednaka nuli, a iz toga slijedi da je potencijalna energija
definirana do na razliku.

Nadalje se moze pokazati da, opCenito, za gravitacijsku potencijalnu energiju dvaju tijela vrijedi:

E,=-gMM G =6,67-10""1 N m? kg2

gdje su m1i m2 mase tijela, r njihova udaljenost, G univerzalna gravitacijska konstanta.

4.4.3. Elasti¢na potencijalna energija

Tijelo ima elasticnu potencijalnu energiju zbog djelovanja elasti¢ne sile. Najocitiji primjeri
elasti¢ne potencijalne energije su tijelo na elasti¢noj opruzi (slika 4.5. a)) ili strijela na napetom
luku.



v

a) b)

Slika 4.5. Rad pri rastezanju opruge

Rastezemo li oprugu jednoliko (slika 4.5.a), sila kojom djelujemo jednaka je po iznosu, ali je
suprotnog smjera elasti¢noj sili opruge koju racunamo po Hookeovu zakonu Fe| =—kS, tako da

je vanjska sila F =ks,
gdje je F vanjska sila, k konstanta opruge, s produljenje ili skracenje opruge (pomak). Rad koji
izvrs$i vanjska sila pri rastezanju opruge iz ravnoteznog polozaja za pomak s jednak je:

W:_S[Fds=jfksds=kiz
0 0

Rad elasti¢ne sile opruge jednak je po iznosu, ali suprotnog predznaka, radu vanjske sile:

2
Wel :_ki-
2

Dakle, da bismo oprugu rastegli, moramo obaviti rad. Obavljeni rad jednak je promjeni elasticne
potencijalne energije:

W = AE,,

Uzmemo li da je rad elasti¢ne potencijalne energije u ravnoteznom polozaju nula (s = 0), tada je
elasti¢na potencijalna energija opruge:

~ ks?
G
Elasti¢nu potencijalnu energiju opruge mozemo odrediti 1 pomocu grafa koji prikazuje ovisnost

sile 0 produljenju opruge (slika 4.5.b). Rad i elasticna potencijalna energija predoCeni su
povr§inom osjenc¢anog trokuta:



E,=W=

€p

Fos_ks
2 2

Elasti¢na potencijalna energija tijela na opruzi, a time i elasti¢na potencijalna energija opruge,
proporcionalna je kvadratu produljenja (skracenja) opruge.

Eep

S

Slika 4.6. Ovisnost elasti¢ne potencijalne energije o produljenju opruge

Primjer 4.8. Djecak rasteze ekspander (spravu za jaCanje miSica) silom 110 N. Duljina
nerastegnutog ekspandera je 35 cm, a djecak ga je rastegao na 45 cm. Koliki dodatni rad djecak

mora obaviti da bi ga rastegao na 55 cm?

RjeSenje:
F1 =110 N
lo=35cm
ly=45cm s =h-l
lo=55cm s, =1, -1,
W=2?
k=T
F 31
/ W = Eepz - Eepl
Fib - — — — - — -
W = lk522 —lksl2
2
Fole — — —
w W =16,5 J
S1 Sz s

Slika 4.7. Graficki prikaz rada



4.5. ZAKON OCUVANJA ENERGIJE

Energija se pojavljuje u razli¢itim oblicima: mehanicka, elektricna, nuklearna, kemijska, toplinska,
solarna itd. Ve¢ otprije znamo da se energija moze pretvarati iz jednog oblika u drugi oblik
energije, pri ¢emu je ukupna energija u potpunosti ocuvana u izoliranom sustavu. Dakle, za
izolirani sustav vrijedi:  E = konst.
To je zakon ocuvanja ukupne energije.
Kao poseban slucaj, razmotrimo ocuvanje energije pri slobodnom padu. Neka se, na pocetku,
tijelo mase m nalazi na visini hy i miruje, vi = 0. Njegova ukupna mehanicka energija je:

EM1 = Egpl + Ekl

Kako je E, L mgh,, a Ek1 =0, jer tijelo miruje, to je ukupna mehanicka energija:

EMl = mghl

Kada tijelo, slobodno padajuci s visine h: prijede neki put h, gravitacijska potencijalna energija

mu je Egp2 =mg(h, —h), kineticka E., = %szz = %m(Zgh) , a ukupna mehanicka energija:

EM2: Egp2 + Ekl
1
Ey, =mg(h, —h)+§m(29h)

EMZ = mghl

U trenutku kada tijelo padne na tlo, njegova gravitacijska potencijalna energija jest nula, jer je h

= 0, a kineticka energija je Ek3:%mv§ =%m-29h1 =mgh,, jednaka ukupnoj mehanickoj

energiji: Ey; =mgh,
Zakljudujemo da je Ey, =Ey, =Ey3 =E,, =Konst., tj. da je u svakoj tocki slobodnog pada
ukupna mehanicka energija jednaka zbroju gravitacijske potencijalne i kineti¢ke energije:

E, +E=E = konst.

Ukupna mehanicka energija je o¢uvana.

Primjer 4.9. Kolikom najvec¢om silom F mozemo djelovati na tijelo mase my u sustavu prikazanom
na slici, a da se pri tome tijelo mase mz ne odvoji od podloge nakon $to prestane djelovanje sile
(slika 4.8.)?



Slika 4.8. Uz primjer 4.9.

RjeSenje:

|
|
|
|
|
|
T
|
|
|
L
‘5

ms X1+ Xz

Slika 4.9. Uz rjeSenje primjera 4.9.

X1— skracenje opruge pod djelovanjem teZine tijela mase m1, pri Cemu je: m, g = kx,

X2 — skrac¢enje opruge pod djelovanjem sile F, pri ¢emu je: F = kx,

Primjenom zakona oGuvanja energije dobivamo: %k(x1 +%,)° —m,g(x, +X,)= %kx3 + M, gX,

Da se masa mz ne odvoji od podloge, treba biti: M,g > kX,

RjeSavanjem gornjih jednadZzbi dobivamo:

%k(xl2 +2%,%, + X2 )= kx (%, + X, ) = %kxj + kX, X,

X2+ 2X, X, + X5 = 2X2 = 2X X, — X5 —2X, Xy =0



X2+ X2 = XZ = 2%X, =0

U gornju jednadzbu uvrstit ¢emo: x, = mlig X, :% X, = m.9

F? _mzzg2 _2mlg_m2g -0

m g’
_|__
K2 K2 K? K K

2 2.2 22 2
F =m/g”+m;g° +2mm,g

F? = g%(mZ + 2mm, +mZ )= g*(m, +m,)’
F =(m1+m2)g

Primjer 4.10. Tijelo od 2 kg slobodno pada s visine 20 m. Kolike su mu ukupna mehanicka,
gravitacijska potencijalna i kineticka energija na toj visini, na visini 15 m, i kada padne na zemlju
ako se zanemari otpor zraka?

RjesSenje:
/'y - E,=mgh=400J;E =0;E,=E_+E =400
g~ MY Tk T TM O e Tk
E, = mgh=300J; E, =100; E,, = E_ +E, =400
_ E,, =mgh=0J; E, =400;E,=E  +E =400

Slika 4.9.a) Uz primjer 4.10.

Ovo je o¢uvanje energije pri slobodnom padu ako se zanemari otpor zraka. Poznato je da se, pri
otporu zraka ili pri gibanju tijela po podlozi s trenjem, jedan dio mehanic¢ke energije trosi na
savladavanje otpora zraka ili na trenje, pa je ukupna energija jednaka:
E=E, +W,

gdje je E ukupna energija, Em ukupna mehanicka energija, W rad pri otporu zraka ili rad sile trenja
pri gibanju tijela po podlozi s trenjem. Ovo je zapis zakona odrzanja ukupne energije koji mozemo
izre¢i: ukupna energija ne moZe se unistiti niti iz ¢ega stvoriti, ona se moze samo pretvarati iz
jednog oblika u drugi oblik.



Treba naglasiti da zadatke iz Gibanja moZemo rjeSavati i pomocu zakona ocuvanja energije, 1 doci
do rjesenja na jednostavniji nacin.

Primjer 4.11. Automobil mase 1100 kg spusta se niz kosinu nagiba 11°. U trenutku kada je brzina
automobila 30 m s, vozac poéinje koditi.

a) Koliku konstantnu silu koc¢enja (paralelno s cestom) treba voza¢ primijeniti da bi se vozilo
zaustavilo na putu kocenja od 100 m?

b) Kolika bi ta sila bila kada bi se vozilo gibalo na horizontalnoj cesti istom brzinom?

RjeSenje:
Za uspone koji se pojavljuju na cestama U, * 20% mozemo pisati:u = 20% =tger, @ = 11,3°,
sina = 0,196 ~u = tga; coso =0,981~1

Ovaj primjer najjednostavnije je rijesiti primjenom zakona o ouvanju energije:

2
mv mv?  mgh
ay W=E, +E F.S, =——+mgh F = +
) k T Eqgp Kk~ J “ 25, s,
: mv?
h=s,sina F = 55 M sina (*) F« =7048,9 N
k
2
b) =0 L Fi= 4950 N
2S,

Primjer 4.12. Homogeni valjak mase m i polumjera r spusta se uzduz krivulje prikazane na slici.
S koje najmanje visine h moramo pustiti valjak da bi presao kruzni dio puta?

Kolika bi ta visina bila kad bi valjak mogli aproksimirati materijalnom tockom?



RjeSenje:

Slika 4.10. Uz rjeSenje primjera 4.12.

Neka je R >> r. Primjenom zakona o¢uvanja energije dobivamo (Exrot je kineticka energija rotacije
koja ¢e se kasnije definirati):

EM1:EM2
Egpl = Egp2 + EkZ + Ekrot
mv:  lw? mr?
mgh=mg2R + — + — | =— _Vv
gh=mg 2 2 2 =T

Uvjet koji brzina centra mase valjka mora zadovoljiti u najviSoj tocki putanje, ako promatramo iz
sustava vezanog za valjak (neinercijski sustav jer se valjak giba po kruznoj putanji), jest da je
centrifugalna sila jednaka ili veca tezini valjka:

Fy > F, m%ng v > Rg
mr? v
2
mgh:m92R+ng+ 2T :m92R+m_Rg+m_Rg
2 2 4
ho11R

Za slucaj materijalne tocke zanemaruje se ¢lan koji prikazuje rotaciju. Sami provesti za vjezbu

(rjeSenje: h' = SR



4.6. SUDARI

Do sudara dolazi kada dvije Cestice (ili dva sustava Cestica) medusobno djeluju priblizavajuéi se
jedna drugoj i time promijene svoje gibanje. Sudar moze biti savrSeno elastiCan i savrSeno
neelastican.

4.6.1. SavrSeno elasti¢ni sudar

Elasti¢ni sudari su oni sudari u kojima je ukupna kineti¢ka energija prije sudara jednaka kinetickoj
energiji poslije sudara, odnosno nema gubitka energije. S obzirom na smjer gibanja Cestica prije i
poslije sudara, elasti¢ni sudar moze biti centralni i necentralni. Da bi sudar bio savrSeno elastican,
tijela bi morala biti ili savrSeno kruta (da ne dode do deformacije) ili savrSeno elasticna (da ne
dolazi do gubitka energije). Pravi savrSeno elasti¢ni sudari dogadaju se samo u mikrosvijetu
(sudari molekula plinai sl.).

Promatrajmo centralno savrseni elasti¢ni sudar dviju kuglica kao zatvoreni sustav, (slika 4.11.)
(njihove brzine leze na istom pravcu nosiocu koji prolazi kroz srediste obiju kuglica) masa my i

my, brzina vy i v2 koje se sudaraju elasti¢no i nakon sudara imaju brzine Vi i V.

. — m
mi V1\ P v 2
y/ < A

prije sudara

mi m:
sudar
VL ms m: V'

poslije sudara

Slika 4.11. Prikaz centralno savrSeno elasticnog sudara

Primijenimo zakon o€uvanja koli¢ine gibanja na ovaj zatvoreni sustav:

mV, +m,V, =m\V, +m,V, 1)

A bududi da je sudar savrseno elasti¢an, ukupna kineticka energija prije sudara jednaka je ukupnoj
kinetickoj energiji poslije sudara:



=2 =2 =2 =2
my; MV, My’ my,

= 2
2 2 2 2 @)
Ako se jednadzba (2) preoblikuje, dobiva se:
2 = 2 =
ml(vl —V )= —-m, (Vz —V, ) 3)

Preuredivanjem jednadzbi (1) i (3) dobiva se izraz za relativnu brzinu prije sudara, koja je jednaka
po iznosu, ali je suprotnog smjera od relativne brzine nakon sudara:

V-V, = _(\71I - \72) (4)

Pomocu jednadzbi (1) i (4) mogu se izracunati brzine poslije sudara \71' iy koje iznose:

2
oo (M —my)V, +2m,V,

A ()

m, +m,

(mz B ml)\_iZ + 2m1\71
m, +m, (6)

V, =

Takoder postoje tri posebna slucaja kod savrSeno elasti¢nih sudara, a to su:

1. Kada su mase kuglica jednake, tada kuglice jednostavno zamijene brzine. Ako druga
kuglica miruje, tada poslije sudara prva kuglica stane, dok druga odleti brzinom koju je
prije sudara imala prva kuglica.

2. Kada savrseno elasti¢na kuglica udara vrlo veliku kuglu ili savrSeno elasti¢ni zid, tada se
kuglica odbija jednakom brzinom kojom je i dosla, dok zid ne dobiva energiju jer kuglica
prilikom sudara ne mijenja energiju.

3. Kada vrlo velika kugla udari u kuglicu koja miruje, brzina joj se vrlo malo promijeni, dok
lagana kuglica odleti brzinom dva puta ve¢om od brzine udarne kuglice.

4.6.2. SavrSeno neelasti¢an sudar

Neelasticni sudari su oni sudari kod kojih dolazi do gubitka energije zbog razliitih razloga
(topline, deformacije tijela i sl.). Pri savrSeno neelastiécnom sudaru, nakon sudara kugle se
deformiraju, slijepe jedna uz drugu i nastavljaju gibanje zajednickom brzinom (slika 4.12.). Pri
ovakvom sudaru, kineticka energija nije oCuvana jer se jedan njezin dio utroSi na promjenu
unutra$nje energije.

Slika 4.12. Neelasti¢ni sudar



wid

Pomocu zakona o¢uvanja koli¢ine gibanja dobiva se formula za brzinu nakon sudara V' :

'
—

m,V, +m,V, = (m, +m,)V (7)
o — MY +m,Y, (8)
m, +m,

Ukupna kineti¢ka energija prije sudara iznosi:

1 1
E, zzmlvf +§m2v§ ©)
Dok je ukupna kineticka energija poslije sudara jednaka:
C1 "
£l = 2 (m, +m,)v (10

Razlika izmedu konacne 1 pocetne kineticke energije oznacava se sa Q, a iznosi:

m1m2
2(ml + mZ)

Q = (\71 _\72)2 (11)

Primjer 4.13. Kolika ¢e biti brzina dviju kuglica jednakih masa nakon neelasti¢nih sudara?
RjeSenje:
Primjenom izraza (8): Kada se sudare dvije kuglice jednake mase, brzina nakon sudara bit ¢e

jednaka polovici vektorskog zbroja brzina prije sudara.

Primjer 4.14. Sto se dogada kada kuglica od gline padne na tlo, a §to kada se komad Zeljeza na
nakovnju udara ¢eki¢em?

RjeSenje:

Kada kuglica od gline padne na tlo, ondje 1 ostane. Kada se komad Zeljeza na nakovnju udara
ceki¢em, kinetiCka energija cCekica pretvara se u energiju deformacije komada Zeljeza 1 u
unutra$nju energiju, pa se zeljezo zagrijava.

Primjer 4.15. Kamion mase M = 9000 kg giba se brzinom vi =5 m s u smjeru osi + x. Kamion
se sudara s putni¢kim automobilom mase m = 1000 kg koji se giba brzinom vz = 20 m s pod
kutom a = 30° u odnosu na os X (slika 4.13.). Izracunati brzinu i smjer gibanja vozila nakon §to su
se u sudaru spojila.



A 4

Slika 4.13. Uz primjer 4.15.
RjeSenje:
Zadatak rjeSavamo primjenom zakona ocuvanja koli¢ine gibanja. Napisat ¢emo ove jednadzbe
tako da koli¢ine gibanja vozila rastavimo na komponente u smjeru osi X 1y (slika 4.14.).

_ My, —mv, cosa

Osx: Mv,—mv, cosa = (M + m)\/X v, = (M +m) =2,76 ms*
. —mv, sin o
Osy: —my,sing=(M+m), Vy:m:_lmgl
v
Brzina nakon sudara: v = /v? +v2=294ms* tgf = — = 0,362 B =1992°
v

X

A
y

Slika 4.14. Uz rjesenje primjera 4.15.

Nakon sudara vozila se gibaju zajedni¢kom brzinom v = 2,94 m s** pod kutom $ = 19,92° u odnosu
na os X. (Sudar vozila priblizno je neelasti¢an sudar).



Primjer 4.16. Kuglica mase m giba se brzinom v i naleti na miruju¢u kuglicu mase % Poslije

elasti¢nog sudara, kuglica mase m giba se pod kutom a = 30° u odnosu na prvobitni pravac gibanja.
Odredite brzine kuglica nakon sudara.

X
Slika 4.15. Uz primjer 4.16.
RjeSenje:
Zakon ocuvanja koli¢ine gibanja:
X—-o0s m,v = m,v, COS + M,V, COS 3 )
Y -o0s 0 =myv, sina—m,v, sin g 2)
Zakon oCuvanja energije:
1 . 1 5 1 2 3
Emlv ZEle]_ +Em2V2 ( )
Uvrstavanjem zadanih podataka dobivamo:
3 m
mv = mv, £ +—V, Cosf3 (1)
2 2
1 m
0=mv, = ——V,sin 2
2= Dv,sinp @
mv? = mvZ + D2 (3)

Nepoznanice u gornjim jednadzbama su: vy, V2 1 kut B. RjeSavamo sustav:

2
1z (2) sin g = L cos /3 = /1—V—12 > ()
Vs vV,

J3 v %

V=—v, +-2 [1--L1
2 12\

Vv \/§V VZ 1 V12 | kvadri
S T e vadriramo
2 2\ V2

2 2
v? —2v§v1 +§v12 =VZZ(1—V—1J -4

2
V2



Av2 — 43w, +3v? =vZ -2 (1)

1z (3) = mv? = mv? jtgvz2 N -2uf =V, V== > ()
AV — 43w, +3v2 +vE = 2v% - 2\ 6v2 — 43w, +2v2 =0

RjeSavamo kvadratnu jednadzbu po nepoznanici Vi:

A3V ++16-3v2 —4.6-2v2  4/3v+0
(Vl)l,z = 12 = 12
vzzﬁv sinﬂzv—lz1 B =30°
3 v, 2

V3
—V
3

v, =

PITANJA | ZADACI

Sto je rad i kako se ra¢una? Kojim se jedinicama izrazava?

Prikazite u (F,s) dijagramu rad stalne sile i rad promjenjive sile.

IzraCunajte rad potreban za dizanje ¢estice mase m u polju sile teze.

Koliki je rad potreban za produzenje opruge?

IzraCunajte rad sile trenja.

Sto je energija i u kojim se oblicima pojavljuje? Objasnite pojmove kineticke i potencijalne
energije.

Izvedite izraz za kineti¢ku energiju.

Izvedite izraz koji povezuje rad vanjskih sila i promjenu energije sustava.

Kako glasi zakon oCuvanja energije? Izvedite zakon o¢uvanja mehanicke energije.

10. Prikazite zakon o¢uvanja mehanicke energije na primjeru slobodnog pada i pomocu njega
izraCunajte brzinu tijela koje slobodno pada s visine h.

o arwNE

© @ N

11. Kako se racuna snaga 1 kojim se jedinicama izrazava?
12. Definirajte koli¢inu gibanja Cestice. Kako se racuna koli¢ina gibanja kad je brzina Cestice
usporediva s brzinom svjetlosti?

13. Na tijelo djeluje stalna sila i u vremenu 10 s poveéa mu se koli¢inu gibanja s 20 kg m s
na 30 kg m s, Izradunajte tu silu.

14. Sto je elastiéni, a §to neelasti¢ni sudar?

15. Izracunajte brzine nakon sudara dviju elasti¢nih kugli. Razmotrite razne posebne slucajeve.

16. IzraCunajte brzinu nakon neelasti¢nog sudara dvaju tijela.

17. Koliko se umanji mehanicka energija pri neelasti¢cnom sudaru dvaju tijela?

18. Tijelo mase 2 kg baceno je koso prema gore s visine 20 m iznad Zemljine povrSine
pocetnom brzinom 5 m st. Kolika mu je tada ukupna mehanicka energija i gravitacijska
potencijalna i kineticka energija? Kolika ¢e mu biti brzina 1 ukupna mehanicka energija na
visini 5 m?



19. Tijelo mase 2 kg baceno je prema dolje s visine 20 m iznad povrSine Zemlje poCetnom
brzinom 2 m s. Tijelo je udarilo u zemljinu povrinu brzinom 10 m s*. Odredite koliko
se energije utrosilo na svladavanje otpora zraka?

20. Koliki ¢e put prevaliti saonice po horizontalnoj podlozi ako su se spustile s visine 20 m i
nagiba 32°? Faktor trenja je 0,5.

21. Covjek gura tijelo mase m uz kosinu duljine L i obavi rad Wi. Kosina je nagnuta prema
horizontalnoj ravnini pod kutom od 30°. Zatim isti teret mase m podize vertikalno na visinu

W
h i obavi rad W- (slika). Koliki je omjer radova VTl ako se sila trenja zanemari?
2

Slika 4.16. Uz zadatak 19.

22. Tijelo mase 50 kg u polozaju A ima brzinu 10 m s i klize¢i 10 m niz kosinu, koja se za
svakih 5 m puta uzdize za 3 m, udari u oprugu konstante elasti¢nosti 2000 N m™. Za koliko
¢e se opruga sabiti ako je faktor trenja izmedu tijela i kosine 0,27

A

Slika 4.17. Uz zadatak 20.

23. Teret mase 8 t podize dizalica snage 15 kW na visinu 20 m u vremenu 3 minute. [zraCunajte
djelotvornost dizalice.

24. Koliko je vremena potrebno da se teret mase 700 kg podigne dizalicom snage 30 kW na
visinu 70 m ako je djelotvornost 70 %?

25. Cesta od morske obale u Senju do prijevoja Vratnik na Velebitu, poznata po svojim
serpentinama, dugacka je 14 km. Koliki je mehanicki u¢inak ceste ako znamo da je Vratnik
na nadmorskoj visini 698 m? Koliki je prosjecni kut nagiba ceste prema horizontali? (20,1;
2,9°)



5. STATIKA KRUTOG TIJELA

5.1. DJELOVANJE SILA NA KRUTO TIJELO

Statika je dio mehanike koji proucava uvjete ravnoteze tijela. Za tijelo koje miruje, za tijelo koje
se giba jednoliko po pravcu, za tijelo koje jednoliko rotira, za tijelo koje istodobno izvodi jednoliko
gibanje po pravcu i jednoliko rotira kazemo da je u ravnotezi. Kada kazemo da je tijelo u ravnotezi,
najces¢e mislimo da miruje. To nije jedina ravnoteza. Tijelo je u ravnotezi 1 onda kada se giba
jednoliko po pravcu ili jednoliko rotira ili oboje u odnosu na neki referentni sustav. Ravnotezu
mirnog tijela nazivamo statickom, a tijela koje se giba dinamickom.

Tijelo ¢e biti u ravnotezi (mirovati) ako na njega ne djeluje vanjska sila (prvi Newtonov zakon) ili
ako je moment vanjskih sila jednak nuli. Na Zemlji nije mogucée ostvariti uvjete da na tijelo ne
djeluje ni jedna sila jer uvijek djeluje sila teza. Medutim, ravnoteza krutog tijela moguéa je i uz
istodobno djelovanje vise sila.

Djelovanje sile na kruto tijelo prikazujemo vektorom koji je odreden: iznosom (veli¢inom),
smjerom (orijentacijom, usmjerenjem), pravcem djelovanja (pravac na kojem vektor sile lezi),
I hvatistem (tocka u kojoj sila djeluje na kruto tijelo) (slika 5.1.).

hvatiste 1 orijentacija

iznos

hvatiSte _ smijer
pravac F

djelovanja F=30N

Slika 5.1. Sila kao vektor

Huvatiste sile koja djeluje na kruto tijelo moze se pomicati duz pravca djelovanja, njezin ucinak
nece se promijeniti (sila je klizni vektor). Silom moZemo djelovati bilo gdje na pravcu djelovanja
(tijelo moZemo gurati, vuéi, vuéi vezano za duze ili krace uze).

Sile koje djeluju iz iste tocke zovu se konkurentne sile. Ako tri i vise sila djeluje iz iste tocke u
istoj ravnini, tada su to konkurentne komplanarne sile. Ako vise sila djeluje na kruto tijelo i
nemaju zajedni¢ko hvatiste, a pravci djelovanja sijeku im se u istoj tocki, to su takoder
konkurentne sile.

Ako se pravci djelovanja sila ne sijeku u istoj tocki, tada su sile nekonkurentne (paralelne sile
primjer su nekonkurentnih sila).



5.2. RAVNOTEZA KRUTOG TIJELA NA KOJE DJELUJE VISE SILA

Kada na kruto tijelo djeluju dvije sile koje leze na istom pravcu djelovanja, kruto tijelo bit ¢e u
ravnotezi ako su te sile jednakog iznosa, a suprotnih orijentacija (suprotnog smjera) (slika 5.2).
Rezultanta tih sila je nula, odnosno vektorski zbroj tih dviju sila koje uravnotezuju tijelo je nula:

’?N
%é |
Fe

Slika 5.2. Primjeri ravnoteZe krutog tijela na koje djeluju dvije sile

—

F+F,=0

Ako na tijelo djeluju dvije sile kojima je hvatiste zajednicko, a pravci djelovanja razliciti, one se
uravnoteZuju tre¢om silom koja je po veli¢ini jednaka, a po smjeru suprotna njihovoj rezultanti.

Rezultantu moZemo dobiti ra¢unski kao i kod materijalne tocke (slika 5.3.) tako da sile vektorski
zbrojimo ili graficki (pravilo paralelograma, pravilo trokuta, poligon sila).

— —

F, =F +F, = -F,

Da bi tijelo bilo u ravnotezi, moramo djelovati treCom silom IES jednakog iznosa kao rezultanta

F -, a suprotnog smjera rezultanti:

Iznos rezultante raCunamo po formuli:

Fe =F’+F +FF,cosa



gdje je a kut izmedu sila |fli lf2 .

Fs =-Fr
5.3. Ravnoteza krutog tijela na koje djeluju tri sile

a) pravilo paralelograma, b) pravilo trokuta

Uocimo joS§ da bi rezultanta sila na slici 5.3. bila jednaka nuli 1 kada se hvatista sila ne bi nalazila
u istoj tocki. Zbog toga Sto je sila klizni vektor, dovoljno je da se pravci djelovanja sijeku u istoj
tocki.

Mozemo zakljuciti da ¢e tijelo na koje djeluju tri konkurentne i komplanarne sile biti u ravnotezi
ako je vektorski zbroj tih sila jednak nuli:

F+F,+F =0
Grafickim zbrajanjem tih triju sila sa slike 5.3. dobivamo zatvoreni vektorski trokut, kao na slici
5.4.

Slika 5.4. Zatvoreni vektorski trokut sila



Ako na tijelo djeluju vise od tri konkurentne komplanarne sile, tijelo je u ravnotezi kada je
vektorski zbroj tih sila jednak nuli ili kada je vektorski poligon sa¢injen od tih sila zatvoren (sl.
5.5).

F+F,+F+F, =0
Slika 5.5. Zatvoreni vektorski poligon sila

Op¢enito mozemo zakljuciti: Sustav sila koje djeluju u razli¢itim tockama krutog tijela, a kojima
se pravci nosioci sijeku u jednoj tocki, mozemo svesti na sustav sila $to djeluju u jednoj tocki
(materijalnoj tocki), pri ¢emu njihov vektorski zbroj mora biti jednak nuli:

Fe=Y F =0

Sto je ekvivalentno:

dYF=0  >F =0 >F,=0

i i i
Primjer 5.1. Automobil mase 5 t u ravnotezi je na kosini nagnutoj pod kutom od 25°. Izraunajte
silu koja djeluje paralelno uz kosinu i silu kojom podloga djeluje na automobil. Trenje zanemarite.

RjeSenje:
m=5t Hyvatista svih sila koje djeluju na automobil moZemo pomicati po
o= 25° pravcu nosiocu tako da sve sile djeluju iz jedne tocke (materijalne
tocke), pa se ovaj primjer moZe svesti na ravnotezu materijalne tocke.
F=7? . o .
Na automobil na kosini djeluju sila teza F, sila F i sila kojom
Fn="7

podloga djeluje na tijelo IEN .



Slika 5.6. Ravnoteza na kosini

Uvjet ravnoteze je: IfG +F+ IfN =0
Te tri sile jesu konkurentno komplanarne sile, pa vrijedi:
Fo, +F =0

Fe, +Fy =0

odnosno: F =F,sina=mgsina =20,7kN
F\, = F; cosa =mgcosa = 44,5kN



5.3. MOMENT SILE

Zbog utjecaja vanjske sile kruto tijelo moze translatirati ili se rotirati oko neke tocke koja se zove
os rotacije. Rotacija tijela zbog djelovanja sile opisuje se momentom sile ili zakretnim
momentom. Iznos momenta sile jednak je umnosku sile i kraka sile:

M =kF

Jedinica momenta sile je N m.
Krak sile je okomita udaljenost od pravca djelovanja sile do osi rotacije.

Slika 5.7. Uz definiciju momenta sile

Moment sile moze biti pozitivan i negativan. Moment sile pozitivan je ako uzrokuje rotaciju u
suprotnom smjeru od smjera kazaljki na satu.

Moment sile vektorska je veli¢ina €iji smjer odredujemo pravilom desne ruke: ako prste desne
ruke savijemo u smjeru vrtnje, tada ispruzeni palac pokazuje smjer momenta sile.

Moment sile ili zakretni moment prema slici 5.7. moZemo pisati:

M =kF =rFsing

Kako su r i F vektori, a ovdje imamo umnozak njihovih iznosa i sinusa kuta medu njima, radi se
o vektorskom umnosku, $to zapisujemo:

M=rxF
Djeluje li na tijelo vise sila, ukupni moment nalazimo vektorskim zbrajanjem pojedinih momenata.
Jednostavnije je racunati s momentima kao s algebarskim veli¢inama prema navedenom dogovoru
za predznake.

Napomenimo da neki vijci na strojevima moraju biti zavijeni to¢no propisanim momentom sile,
¢ije se vrijednosti nalaze u prirucniku za stroj koji se popravlja.



5.4. DJELOVANJE PARALELNIH SILANA KRUTO TIJELO

Sile koje djeluju na kruto tijelo, a nemaju zajednicko hvatiste, zovu se nekonkurentne sile. Takve
sile djeluju na paralelnim pravcima (slika 5.8.). Te sile izazivaju istodobno translaciju linearnom
akceleracijom u smjeru rezultantne sile i rotaciju kutnom akceleracijom u smjeru rezultantnog
momenta na kruto tijelo. Rezultanta vise paralelnih sila koja bi izazvala translaciju mora biti
jednaka vektorskom zbroju tih sila:

n
F. =F +F, +..+ F, §to kra¢e zapisujemo: Fy = Z F

i
Iznos rezultante dobivamo zbrajanjem iznosa komponenata, uzimaju¢i pritom komponente u
jednom smjeru pozitivnima, a u suprotnom smjeru negativnima.
Da bismo odredili poloZaj pravca djelovanja rezultante, moramo izracunati moment svake od sila,
a dobivene momente algebarski zbrojiti:

M,=M,+M, +..+ M,

Fksy =Fk +Fk,+..+Fk,
Fk, +Fk, +..+ F K, o ZF‘k‘
= ili krade: kg =— :
Fq Fq
gdje su k., k,, k, ...krakovi sila, odnosno udaljenosti polozaja njihovih pravaca djelovanja od

Ke

proizvoljno odabrane tocke (osi rotacije).

Ako na tijelo djeluju dvije paralelne sile, jednake po veli¢ini, a suprotnih smjerova, njihova
rezultanta je nula, pa se navedena razmatranja na njih ne mogu primijeniti. Radi se o paru sila, $to
treba posebno razmatrati.

k2

Fr
Slika 5.8. Djelovanje paralelnih sila na kruto tijelo



Primjer 5.2. Odrediti rezultantu sustava paralelnih sila F1=40 N, F2=60 N, F3=50 N, F4=60
N, F5=80 N koje djeluju na gredu i poloZaj njezinog pravca nosioca (slika 5.9.) u odnosu na to¢ku
B.

ﬁz _

T

i 10 cm

A
\ 4
A
Y.

Slika 5.9. Uz primjer 5.2.

RjeSenje:
Uzmemo li da su sile koje djeluju prema dolje pozitivnog smjera ( Ifl, If2 i Ifs), a sile koje djeluju
prema gore ( I53i If4) negativnog smjera, slijedi:
F,=40N+60N+80N-50N-60N=70N
Rezultanta je pozitivnog predznaka, pa ima smjer prema dolje.

Udaljenost pravca nosioca rezultante od tocke B racunamo po formuli:

S Fk

Fe

kR

drzec¢i se dogovora o predznacima momenta sila:

40N -33cm+ 60N -23cm—50N -18cm—60N -9cm

K
R 70N

ke, =18CM



F kr=18 cm
R

1

1

1

1

1

& »
Pt

1

1

1

Slika 5.10. Uz rjesenje primjera 5.2.

5.5. TEZISTE

Na svaku Cesticu tijela djeluje sila teza. Zbroj tih sila predstavlja rezultantu, odnosno tezinu tijela.
Hyvatiste sile teze nalazi se u tezistu tijela, tj. u tocki:
= Z rAm;g z nam;
r.= = =Tem
> mg m
Polozaj tezista tijela i polozaj centra mase (srediSta mase) nalazi se u istoj tocki.
Pri odredivanju tezista tijela, tijelo treba podijeliti na §to manje dijelove 4V, tako da 4V tezi prema

nuli 1, umjesto zbrajanja, prijeci na integriranje. Tako dobijemo izraze za koordinate teZiSta krutih
tijela:

dv dv dv dv
L L R

XT_Ipdv Vv v Vv

gdje je p gustoéa tijela (pretpostavka da je stalna), V obujam tijela.
Polozaj tezista sustava mozemo odrediti pomoc¢u ve¢ poznate formule:

I1i, ako zelimo jos pojednostaviti, mozemo uzeti sustav od dviju kuglica, za Sto vrijedi:

3 F.k, + Fk,
FR

. mlgxl + m2 gXZ mlxl + m2X2
, odnosno:  X; = ——~5—~ X, =1 —2°2

k
" (ml + m2 )g ml + m2



Ako imamo sustav od viSe tijela (materijalnih tocaka) na istom pravcu, opcéenito vrijedi:

n
Zmixi
i=1

i
Xp ==
M
i=1
Ako materijalne to¢ke nisu na istom pravcu, nego su rasporedene u prostoru, nalazimo jo$ dvije
prostorne koordinate za teziste:

Zn:miYi Zn:mizi
_ =l

i=1
2, ==

iznl:mi Zmi

i=1

Yt

Sto predstavlja ve¢ gore napisane formule.

Teziste tijela mozemo odrediti pomocu pokusa tako da tijelo objesimo u jednoj tocki i pustimo ga
da se umiri. Zatim ga objesimo u drugoj tocki i pustimo da se umiri. TeziSte ¢e se nalaziti na
vertikali kroz objesiSte (teZiSnici) 1 to na mjestu gdje se sijeku vertikale. Ovakav nacin odredivanja
teziSta pogodan je za nepravilna i nehomogena tijela za koja ga ne mozemo izra¢unati pomocu
formula.

Primjer 5.3. Stap jednolikog presjeka, dugatak 2 m, napravljen je tako da mu je polovica od
Zeljeza, a druga polovica od aluminija. Gdje je teziste? (p: = 7800 kg m=, pai = 2700 kg m®)
RjeSenje:

Al . | B
i X1 l_
i "FRI X2 i g2
Slika 5.11. Uz primjer 5.3.
TeziSte trazimo u odnosu na tocku A (slika 5.11):
V. l+ V 3 l+ 3
_ MX £ myX, :p1V1X1+,02V2X2 _ % 1y P2V, 4 ,014 P> A

T

m, +m, PV + PV, PV + PV, Pt P,
x, = 0,757 m=75,7cm

Dakle, teziSte se nalazi na udaljenosti 75,7 cm od tocke A.



5.6. PAR SILA

Par sila predstavljaju dvije antiparalelne sile (sile koje djeluju u suprotnim smjerovima) jednakih
iznosa (slika 5. 12.). Njihova rezultanta jednaka je nuli:

k1

IE;I d k2;

F>
Slika 5.12. Par sila

Medutim, njihov rezultantni moment razlicit je od nule. Nadimo ga za slucaj kada su smjerovi sila
okomiti na spojnicu njihovih hvatista:

M, =M, +M, =0
My = —Fk, +Fk, = —(k, —k,)F = —dF
M = dF

gdje je d udaljenost izmedu pravaca nosilaca sila.

Mozemo zakljuciti da je moment para sila jednak umnosku jedne od sila i1 udaljenosti izmedu
pravaca djelovanja. On ne ovisi o izboru to¢ke s obzirom na koju raCunamo momente sila.
Moment para sila prema slici 5.12. negativan je jer zakrece tijelo u smjeru kazaljki sata. Moment
koji zakrece tijelo u suprotnom smjeru od smjera kazaljki sata pozitivan je. Smjer vektora momenta
para sila odreduje se pravilom desne ruke, kao i smjer momenta sile.

Kako je F; =0,a My # 0, par sila ne uzrokuje translaciju, ve¢ samo rotaciju tijela.



Slika 5.13. Par sila

Za slucaj kada smjerovi sila nisu okomiti na spojnicu njihovih hvatista, a prema slici 5.13.,
rezultantni moment je:
M =M, +M, =F xF, +F,xF, =, xF, = F, xF = (f —F,)xF, =d x F, = Fdsing

— —

gdje je d vektor od hvatista sileF, do hvatista sile F, .

5.7. UVJETI RAVNOTEZE KRUTOG TIJELA

Pod djelovanjem vise sila tijelo se giba translatorno, stalnom linearnom akceleracijom u smjeru
rezultantne sile i rotira stalnom kutnom akceleracijom u smjeru rezultantnog momenta sila. Ako
je rezultantna sila jednaka nuli, tada je i linearna akceleracija jednaka nuli; i kada je rezultantni
moment sila jednak nuli, kutna akceleracija je jednaka nuli. Kada tijelo nema ni linearnu ni kutnu
akceleraciju, kazemo da je u ravnotezi. Zaklju¢ujemo, da bi kruto tijelo bilo u ravnotezi, moraju
biti ispunjena dva uvjeta (translacijska ravnoteZa i rotacijska ravnoteza):

1. Translacijska ravnoteza: vektorski zbroj svih vanjskih sila koje djeluju na kruto tijelo u
ravnotezi mora biti jednak nuli:

iﬁ:o

2. Rotacijska ravnoteZa: vektorski zbroj svih vanjskih momenata (s obzirom na odabranu tocku)
koje djeluju na kruto tijelo u ravnoteZi mora biti jednak nuli:

n —
> M, =0
Napomenimo: kruto tijelo u ravnotezi je samo onda ako su istodobno ispunjena oba uvjeta. U tom
slu¢aju kruto tijelo miruje ili se giba jednoliko po pravcu ili jednoliko rotira ili jedno i drugo.



Za slucaj kada sile koje djeluju na tijelo leZe u jednoj ravnini (komplanarne sile), navedeni uvjeti
prelaze u tri skalarne jednadzbe:

Y F,=0 > F,=0 > M, =0

5.7.1. Primjeri ravnoteZe
Uvjeti ravnoteze mogu se primijeniti na: ljestvama, poluzi, kosini, koloturima itd.

Primjer 5.4. Viseca postelja razapeta je izmedu dva stabla koja su medusobno udaljena za d = 4
m. U postelji se nalazi covjek mase 70 kg. Pretpostavimo da je masa Covjeka koncentrirana na
sredini mreZze (slika 5.14.).

a) Odrediti napetost uzadi kojima je mreza pri¢vrS¢ena za stablo, ako je a = 2,5 m.

b) Kako napetost (kut a)) postelje utjece na napetost (silu) u uzetu?

RjeSenje:

.._Z_

} - —

G

Fq

Slika 5.14. Uz primjer 5.4.

|

[

Slika 5.15. Uz rjesenje primjera 5.4.



Vektorski zbroj napetosti sila u uzadi IEU | teZine tereta Ifg mora biti jednak nuli:

F+F, +F, =0 —
e
Iz slike 4.15.: sina = 2.
I:U
d
Iz ABC1C: cosa = 2 _ i
a
Iz izraza F, =

SIn
azo, FU —>C,

F,+F, =F,

F Fg 583
V' 2sina

0,8 a=36.87°

vidimo da smanjivanjem kuta sila u uZetuF, sve viSe raste. Teorijski za

Primjer 5.5. Jednostavna dizalica sastoji se od jednostavnog §tapa AB mase m i duljine I. Stap je
u A zglobno vezan za zid, dok je u B objeen uteg mase M. Stap je u C uZetom vezan za zid, tako
da je AC = x. Naci silu u uzetu i analizirati je u ovisnosti o veli¢ini kuta « i udaljenosti AC = x

(slika 5.16.).

RjeSenje:

Isina

Slika 5.16. Uz rjeSenje primjera 5.5.

Budu¢i da je sustav u ravnoteZi, vrijedi:

> F, =0 > F, =0

> M =0

Za rjesavanje ovog zadatka rabit ¢emo drugi uvjet ravnoteze s obzirom na tocku A:



Y M, =0

Mglsina+mglzsina—|:ux:0

Fo=Z(m+D)si
=— — ) sina
v ox 2

Iz ovog izraza vidimo da smanjenjem X veli¢ina sile u uzetu naglo raste, dok smanjivanjem kuta «
sila opada.

Primjer 5.6. (LJESTVE). Ljestve duzine L = 10 m i mase m = 15 kg naslonjene su na gladak
vertikalni zid (1 = 0) pod kutom a = 60° prema horizontali. Odrediti silu i faktor trenja izmedu
ljestava i tla, potrebne da bi se ¢ovjek mase M = 60 kg mogao popeti na | = 3 m od gornjeg kraja
ljestava (slika 5.17.).

RjeSenje:

Slika 5.17. Uz primjer 5.6.

1z uvjeta ravnoteze sila u ravnini:

> F, =0 > F, =0 > M=0

Dobivamo:
ZFX =0 Foo — by, =0 Fu=F



[m;+ M(L - I))}g cosa

Lsina

>F, =0 Mg+mg-F,, =0 F =
Y M =0 Fu.Lsina — Mg(L—l)COSa—mg%COSa =0

Dobili smo sustav od tri jednadzbe s tri nepoznanice ( Fy;, Fy,, #) &ijim rjesavanjem dobivamo:

1 |
F=|=m+M[1-—||gct
i Lm+ ( Lﬂgcga

F,>280N

Ft _ Ft
Fyv, (M+m)g
1>0,38

IL[:

Primjer 5.7. (POLUGA). Primjena poluge u zanatstvu i tehnici veoma je znacajna. Poluga je
svako kruto tijelo koje se okre¢e oko osovine kada na njega djeluju dvije antiparalelne sile.
Omoguéuje da se manjom silom savlada veca sila. Siroka primjena poluge temelji se na njezinoj
mehanickoj prednosti.

Poluga duga 3 m, poduprta 1 m od jednog kraja, upotrijebljena je za dizanje tereta mase 300 kg
(slika 5.18.). Kolika je potrebna sila na jednom njezinom kraju da bi uravnotezila tezinu tereta na
drugom kraju? Koliki je mehanicki uéinak poluge?

RjeSenje:
A —
i “ Fe o, )
! F,
F
A 0 B
Slika 5.18. Uz primjer 5.7.
1. RjeSavamo s obzirom na tocku O:
n F, K
YM =0 Fk-Fl=0  Fl=Fk  Fore Mgy
i 1 1



2. ZQ-ZO F+Fq+F, =0 F-F.+F, =0
Fe=F+F F.,= 4500 N

Mehanicki uc¢inak ili mehanic¢ka prednost nekog stroja omjer je izmedu savladane i ulozene sile.
U nasem primjeru idealni mehanicki ucinak je:

F, 3000 _,
F 1500

O mehani¢kom ucinku (prednosti) stroja bit ¢e govora kod mehanickih alata.

Primjer 5.8. (KOLOTUR). Kolotur je kota¢ koji na obodu ima Zlijeb po kojem klize uze. Moze
biti ¢vrst 1 pomican (slika 5.19).

|

Slika 5.19. Nepomican i pomican kolotur

Mehanicki ucinak (prednost) pomicnog kolotura iznosi 2. Dodavanjem novih pomic¢nih kolotura
mehanicka se prednost povecava. Mehanicka prednost kolotura jednaka je broju uzadi n na kojoj
vise pomicni koloturi, a sila za dizanje tereta je:

F=—"0
n



Na slici 5.20. prikazan je koloturnik s dva
pomicna i jednim nepomi¢nim koloturom.
Odredite silu koja uravnotezuje tezinu tijela 120

kg u sustavu kolotura na slici 5.20., zanemarivsi

masu kolotura i trenje.

RjeSenje:

Prema slici 5.20. vrijedi:

F, mg 1200N
4 4 1 300

Slika 5.20. Koloturnik

5.8. VRSTE RAVNOTEZE

Tri su vrste ravnoteze: stabilna, labilna i indiferentna.

ST 777

Slika 5.21. Vrste ravnoteZe

Objesimo li ili podupremo tijelo u toc¢ki O tako da mu je teziSte u tocki T na teziSnici vertikalno
ispod objesista, tijelo se nalazi u stabilnoj ravnotezi (slika 5.21.). Podupremo li ili objesimo tijelo
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u tocki O tako da mu je ta tocka na tezi$nici vertikalno ispod tezi$ta, tijelo se nalazi u labilnoj
ravnoteZi. Tijelo poduprto ili objeSeno u tezistu T = O nalazi se u indiferentnoj ravnotezi.

Moze se pokazati da je potencijalna energija tijela u stabilnoj ravnotezi minimalna, a u labilnoj
maksimalna.

Prema slici 5.22. komentirajte vrste ravnoteZze.

Slika 5.22. Ravnoteza kuglice

PITANJA | ZADACI

ok wdE

14.

15.

Kakva je razlika izmedu statike i dinamike?

Sto je kruto tijelo? Kako se kruto tijelo moze gibati?

Kako se giba cCestica, a kako kruto tijelo u ravnotezi?

Kada je Cestica u ravnotezi? Objasnite ravnotezu na kosini.

Kako se definira moment sile? Kako mu se odreduje smjer?

Kako se definira teziste krutog tijela? Kakva je razlika izmedu tezista i centra mase? Kako
se pokusom moze odrediti teziSte?

Kako na kruto tijelo djeluju dvije paralelne sile jednakog iznosa, ali suprotnog smjera?
Sto je par sila? Koliki je moment para sila?

Kako se odreduje hvatiSte rezultante kada visSe sila djeluje na tijelo?

. Kako glase uvjeti ravnoteze krutog tijela? Primijenite te uvjete na jednom primjeru.

. Kakva je razlika izmedu stabilne, labilne 1 indiferentne ravnoteze?

. Kolika je potencijalna energija tijela kada je u ravnotezi?

. Homogena greda mase 30 kg poduprta je na dva kraja. Kolikim silama djeluje greda na

oslonce?

Najveci kut nagiba ceste na kojoj se automobil mase 2 t mozZe zadrZati ko¢nicama iznosi
20°. Kolika je komponenta tezine koja djeluje na automobil niz cestu i kolikom silom
automobil djeluje na cestu?

Zadane su dvije sile: F1iznosa 8 N i zatvara kut 30°s pozitivnim smjerom osi x, a F2 ima
iznos 6 N i zatvara kut 150°s pozitivnim smjerom osi X. Izracunajte zbroj tih dviju sila.

16. Na materijalnu to¢ku djeluju u horizontalnoj ravnini tri sile, F1 = 4 N prema sjeveru, Fz =

17.

3 N prema jugozapadu, Fz = 4 N prema istoku. IzraCunajte iznos i smjer rezultante s
obzirom na istok.

Teret mase 1 t objeSen je na ¢elicnom uzetu kao na slici 5.23. Odredite napetost uzeta Fi i
F2 ako je kut a jednak a) 90° 1 b) 120°.



Slika 5.23. Uz zadatak 17.

18. Nadite koordinate teziSta ploCe prikazane na slici 5.24.

15¢cm

40 cm

25¢cm

10 cm

40cm
Slika 5.24. Uz zadatak 18.

19. Sredista tri kugle Cije su mase 2 kg, Skg i 7 kg nalaze se u vrhovima pravokutnog trokuta.
Prva se kugla nalazi u vrhu s pravim kutom, druga je od nje udaljena 3 m, a tre¢a 4 m.
Koliko je teziSte ovog sustava udaljeno od sredista prve kugle?

20. Koliki je moment para sila pri zakretanju upravljaca automobila ako promjer upravljaca
iznosi 40 cm, a sila svake ruke 7 N?

21. Hvatiste dviju sila od 50 N 1 20 N medusobno su udaljena 50 cm. Kolika je rezultanta tih
sila 1 koliko je pravac, duZ kojeg rezultanta djeluje, udaljen od hvatista obiju sila ako su
sile: a) istog smjera, b) suprotnih smjerova?

22. Dva radnika nose teret objesen na motku duljine 5 m. Gdje visi teret ako motka jednog od
radnika pritiS¢e dvostruko jace nego drugoga?

23. Greda mase 20 kg poduprta je na 1/3 svoje duljine. Kolikom je silom potrebno djelovati na
rubu kraceg dijela da bi greda bila u ravnotezi?

24. Na duzem dijelu klijesta djeluje sila od 100 N (slika 5.24.). Kolika sila pritom djeluje na
cavao? Klijesta su dugacka 16,5 cm, a kra¢i kraj kraka klijeSta dugacak je 3,5 cm.



Slika 5.24. Klijesta

25. Da bismo svladali silu trenja koja se suprotstavlja odvijanju vijka, treba na klju¢ djelovati
silom od 10 N pod kutom od 30° (prema slici 5.26.). Promjer vijka je 15 mm. Kolika je sila

trenja?

Slika 5.26. Uz zadatak 25.

mr.sc. Josip Pai¢, UDZBENIK - FIZIKA (118



6. GIBANJE KRUTOG TIJELA

Gibanje krutog tijela susrecemo kod mnogih uredaja i strojeva i vrlo je vazno u obi¢nom zivotu.
Kruto tijelo je tijelo koje zbog utjecaja sila ne mijenja svoj oblik. Razlikuju se dvije vrste gibanja
krutog tijela, translacija i rotacija. Tijelo se giba translatorno ako linija koja povezuje bilo koje
dvije njegove Cestice zadrzava svoj smjer u prostoru, tako da za vrijeme gibanja ostaje paralelna
svom pocetnom polozaju (slika 6.1. a). Za opisivanje translacije dovoljno je poznavati gibanje
jedne tocke tijela (npr. srediSta mase) jer se ostale tocke gibaju na isti nacin. Translatorno gibanje
krutog tijela svodi se na gibanje jedne tocke.

Slika 6.1. a) translacija, b) rotacija, c) translacija i rotacija

Kada tijelo rotira oko neke osi, sve se njegove Cestice gibaju jednakom kutnom brzinom po
kruznicama cija sredista leze na osi rotacije (slika 6.1. b).

Najopcenitije gibanje krutog tijela je translacija i rotacija (slika 6.1. ¢). Takvo gibanje izvodi kota¢
automobila za vrijeme voznje.



Primjer 6.1. Automobil se giba brzinom 72 km h*. Kolika je kutna brzina kotaca ako mu je radijus
30 cm?

RjeSenje:
v 20ms™

w=—= =66,7s"
0,3m

6.1. ROTACIJA KRUTOG TIJELA OKO NEPOMICNE OSI

Pri rotaciji krutog tijela oko nepomicne osi, sve se tocke tijela gibaju po kruznicama ¢ija sredista
leZe na osi rotacije za koju pretpostavljamo da se poklapa s osi z koordinatnog sustava (slika 6.2.).
Pritom sve tocke krutog tijela imaju jednake kutne brzine i kutne akceleracije.

Slika 6.2. Uz izvod jednadZbe rotacije

Uoc¢imo na tijelu jednu Cesticu mase 4m; na udaljenosti r; od osi rotacije, koja ima tangencijalnu
akceleraciju asi koja je uzrok komponente tangencijalne sile Fi, odnosno njezina momenta:

Mi =1 Fti = riAmiati

Ukupni moment na kruto tijelo bit ¢e jednak zbroju momenata na svaku Cesticu od koje je tijelo
gradeno:

M :ZMi :Zril:ti :ZriAmiati

a,; . . ...
Svaka to€ka krutog tijela ima jednaku kutnu akceleraciju o = T“ , pa je uvedimo u gornji izraz:



M :izriAmiati = Z% = Z(Amiriz)fl = aZ(Amil’iz)

Izraz Z(Amiriz) je moment tromosti tijela s obzirom na os rotacije:
i

l =Z(Amiri2)

gdje je 4mi masa i-te Cestice, a rj njezina udaljenost od osi rotacije z. Jedinica za moment tromosti
je kg m2. Moment tromosti analogan je masi tijela pri linearnom gibanju. Napisimo jednadzbu
rotacije krutog tijela oko nepomicne osi:

M, =1«

z z

gdje je M; rezultantni moment svih vanjskih sila s obzirom na os rotacije z, I, moment tromosti s
obzirom na tu istu os, a o kutna akceleracija tijela.

Ova jednadzba rotacijski je ekvivalent drugog Newtonovog zakona F = ma za translacijsko
gibanje, uz to da sili odgovara moment sile, masi moment tromosti, a linearna akceleracija kutnoj.

Za pomicnu os Vrijedi druk¢ija jednadzba.
Ako je rezultantni moment M = 0, tada je & =0, tijelo ¢e mirovati ili se jednoliko vrtjeti.

Ako je M; = konst., tijelo ¢e se vrtjeti oko nepomicne osi konstantnom kutnom akceleracijom:

a = konst. o=d (p:%atz

6.2. MOMENT TROMOSTI

Moment tromosti je mjera za tromost tijela pri rotaciji. Dakle, on utje€e na rotaciju slicno kao $to
masa utjeCe na translaciju materijalne tocke. Ako tijelo ima ve¢i moment tromosti, teze ga je
zarotirati.
Moment tromosti tijela koje rotira oko neke osi z jednak je sumi momenata Cestica od kojih je
tijelo sastavljeno:
n
| = Amr? +Am,r +.. = Amr? = lim ) Amyr? =_|'r2dm
i i=1

n—oo

Moment tromosti tijela koje rotira oko neke osi z ovisi o raspodjeli mase s obzirom na os rotacije
1 0 polozaju osi rotacije tijela. Promjenom osi rotacije mijenja se i moment tromosti.

Pri gibanju materijalne to¢ke mase m po kruznici polumjera r moment tromosti dan je izrazom:



I =mr?

Moment tromosti prstena mase m i polumjera R koji se vrti oko osi koja prolazi njegovim sredistem
okomito na ravninu prstena, i udaljenost svih dijelova prstena od osi rotacije, jednaka je polumjeru
prstena R:

|=jR2dm=R2j'dm=mR2

Mozemo izracunati momente tromosti jos nekih jednostavnijih tijela na sli¢an nacin. Navest ¢emo
njihove momente tromosti bez izvoda.

Kruzna plo¢a Kugla

ap

| = I = £mR?

Puni valjak Stap

2
_ MR I=iml2
2 12

Slika 6.3. Moment tromosti nekih tijela

Moment tromosti najmanyji je kada je os vrtnje poloZena kroz centar mase, kao na gornjim slikama.
Obiljezimo moment tromosti s obzirom na tu os s lcm. Ako se os pomakne paralelno tom polozaju
za d (slika 6.4.), moment tromosti s obzirom na novi polozaj osi mozemo naéi pomocu Steinerova
poucka o paralelnim osima koji glasi:

2
=1, +md
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' X

Slika 6.4. Uz Steinerov poucak

Primjer 6.2. Moment tromosti Stapa duljine | i mase m s obzirom na 0s z okomitu na §tap, koja
2

prolazi kroz centar mase §tapa, jest |, = ETR Koliki je moment tromosti | s obzirom na os z* koja
prolazi jednim njegovim krajem?
Primjenom Steinerova poucka slijedi:

m? m?® ml®
12 4 3

I=1_+md*=

Primjer 6.3. Na kotac polumjera 50 cm, koji se moze okretati oko nepomicne sredisnje osi, djeluje
tangencijalna sila od 2 N. Koliki je moment tromosti kotaca ako on za 4 s nakon pokretanja napravi
dva okretaja?

Rjesenje:

@ =2N M=lx

r=50cm )
at
F=2N v=- M =Fr
t=4s 2
ot

27N = — =
N =2 > Fr=la
=9
I=" a:47’N =157rads? |=E=0,64kgm2

t2



6.3. RAD, KINETICKA ENERGIJA I SNAGA PRI ROTACLJI

Rad

Slika 6.5. Uz izvod izraza za rad pri vrtnji

Promotrimo valjak polumjera r koji rotira stalnom kutnom brzinom ® oko nepomi¢ne osi O
okomito na bazu valjka (slika 6.5.). Na djeli¢ valjka (materijalnu tocku) mase dm; djeluje

tangencijalna sila Fi: stalnog iznosa u smjeru pomaka d§i koja obavlja rad:
dW, = F,ds, =F,r.dp=M.dep
gdje je dS; =@ kruzni luk, koji djeli¢ valjka opise, d kut za koji se tijelo zavrtjelo, dd_(tp kutna

brzina vrtnje, F,I; =M, moment tangencijalne sile.

Rad koji se obavlja pri rotaciji krutog tijela jednak je zbroju radova obavljenih po pojedinim
djeli¢ima tijela:
dW =" dwW, = Mde
Dakle, pri rotaciji za kut ¢ rad je:
[
W = j Mdg = Mg
0
Kineticka energija. Kineti¢ku energiju tijela koje rotira oko nepomic¢ne osi mozemo odrediti tako
da pretpostavimo da se taj rad pretvara u rotacijsku kineticku energiju:

dE, = dW = Mdg = lawdt = | (jj—ctoa)dt = lodw

lw?

2

E, =Tla)da)=
0

Tijelo moze istodobno izvoditi i translaciju i rotaciju. Tada ima 1 translacijsku 1 rotacijsku energiju.
Ukupna kineti¢ka energija tijela jednaka je zbroju kineticke energije translacije centra mase tijela
1 kineticke energije rotacije tijela oko osi kroz centar mase:

mr.sc. Josip Pai¢, UDZBENIK - FIZIKA (124



2 2
mv | o
Ek = Ekt + Ekr = o

2 2

pri ¢emu je Vem brzina translacije centra mase, a lem i © su moment tromosti i kutna brzina s obzirom
na os kroz centar mase.

Snaga. Snaga je obavljeni rad u jedinici vremena:

p_dW
dt

U slucaju rotacije tijela snaga je:

p-MI2_ g
dt
Moze se pokazati kako opcenito vrijedi da je snaga skalarni produkt ukupnog momenta vanjskih
sila i vektora kutne brzine P = M - @, analogno kao $to je snaga pri translaciji skalarni produkt sile
i brzine tijela P=F -v.

6.4. MOMENT KOLICINE GIBANJA

Najprije ¢emo definirati moment koli¢ine gibanja materijalne tocke koja se giba po kruznici, a
zatim ¢emo analogijom translacije i rotacije odrediti moment koli¢ine gibanja krutog tijela koje
rotira oko nepomicne osi. Moment koli¢ine gibanja materijalne tocke mase m koja se giba po
kruznici (slika 5.8.) definira se kao vektorski produkt radijus vektora I i koli¢ine gibanja p :

—

L=FxP=Fxmv
L =rpsin @ =rmvsin ¢

gdje je L moment koli¢ine gibanja, ¢ kut izmedu vektora i p. Moment koli¢ine gibanja L je
vektor €iji smjer odredujemo pomocu pravila desne ruke za smjer vektorskog produkta i to tako
da nam, idemo li prstima desne ruke kra¢im putem od vektora I'do vektora p, palac pokazuje
smjer vektora L . Jedinica momenta koli¢ine gibanja L jest kg m? s. Kada se ¢estica giba po
kruznici, vektori I'i V. medusobno su okomiti, pa zbog veza izmedu obodne i kutne brzine V= @f
vrijedi:

L =mvr=mr’w

U ovom je slu¢aju smjer vektora L stalan i jednak smjeru kutne brzine, pa vrijedi:

L=mr2a



Slika 6.6. Moment koli¢ine gibanja materijalne tocke koja se giba po kruznici

Razmatranja o materijalnoj to¢ki mogu se prosiriti i na sustav ¢estica, odnosno na kruto tijelo koje
rotira oko nepomicne osi. Ova ¢emo razmatranja, radi jednostavnosti, ipak svesti na analogiju
translacije i rotacije.

Ve¢ smo uocili na viSe mjesta analogiju veli¢ina i relacija za pravocrtno 1 kruzno gibanje. Masi m
analogan je moment tromosti I, brzini v kutna brzina e itd. Ovakvom analogijom mozemo do¢i do
zakona rotacije krutog tijela.

Koli¢ini gibanja p Cestice mase m i brzine v analogan je moment koli¢ine gibanja L tijela
momenta tromosti | i kutne brzine @ . Kako je p=mv, tada je:

L=Ilwo

Dakle, moment koli¢ine gibanja umnozak je momenta tromosti tijela i njegove kutne brzine. To je

vektor ¢iji je smjer jednak smjeru kutne brzine.
Drugi Newtonov zakon za gibanje ¢estice moZemo izraziti pomocu koliine gibanja:
E_Ap
At

Analogno tome mozemo pisati jednadzbu rotacije:

M = Ak
At

Razradom ove jednadzbe dolazimo do:

A(l®) _ | Aa
At At

M = =la

Dobili smo jednadzbu koju smo ve¢ izveli za rotaciju krutog tijela oko nepomicne osi.

Ako je M =0, tada je AL =0, dakle nema promjene momenta koli¢ine gibanja, tj.



L = konst.

To je zakon ofuvanja momenta koli¢ine gibanja. Mozemo ga izre¢i ovako: kada je ukupni
moment vanjskih sila koje djeluju na sustav jednak nuli, moment koliine gibanja sustava ne
mijenja se. Znaci da vrijedi:

L1 = I—z
o =10,

Navedimo neke praktiéne potvrde zakona ocCuvanja momenta koliine gibanja. Primjerice,
klizaCica na ledu (kada izvodi piruetu) skupljanjem ruku uz tijelo smanjuje moment tromosti (dio
mase svoga tijela priblizi osi rotacije), a povecava kutnu brzinu vrtnje uz stalni moment koli¢ine
gibanja, $to mozemo zapisati:

L>l, >0 <o,
Znaci da se smanjivanjem momenta tromosti povec¢ava kutna brzina.
Sirenjem ruku pove¢avamo moment tromosti i smanjujemo kutnu brzinu:
L<l, =0 >o,

Sli¢nu tehniku primjenjuju akrobati, skakaci u vodu, plesaci itd. Pri padanju, macka mahanjem
repa mijenja moment tromosti i kutnu brzinu rotacije, tako da uvijek padne na noge. Skaka¢ u
vodu, skupljajuéi ruke i noge uz tijelo, takoder mijenja kutnu brzinu rotacije i moment tromosti.

Primjer 6.4. Prandtlov stoli¢ na kojemu sjedi ¢ovjek raSirenih ruku i u svakoj ruci drzi uteg 1 m
daleko od osi rotacije, rotira frekvencijom 30 okr. min (slika 6.7.). Masa svakog utega je 4 kg.
Kolika ¢e biti kutna brzina vrtnje ako ¢ovjek skupi ruke tako da su utezi 20 cm udaljeni od osi
rotacije? Moment tromosti stolice i covjeka (bez utega) s obzirom na os rotacije iznosi 10 kg m?.

Rjesenje:

rr=1m !

f1 = 30 okr. min* p @y
m1 =m2 =4 kg

r,=20cm

| =10 kg m?

w2 ="7?

Slika 6.7. Prandtlov stoli¢



L =L,

Lo =10,
(l + |U1)277f1 :(I + |uz)w2

(I +2mr? )27z=f1 = (I +2mr; )a)2

" (1 +2mr, )24,
2 (1+2mr)

w, =5485"

6.5. Analogija izmedu zakona za translaciju i rotaciju

akceleracija a = 2
At

masa m
sila F
koli¢ina gibanja P =MV

drugi Newtonov zakon F =ma; F = %

rad AW = FAs

mv?

Kineticka energija E, =—

snaga P =Fv

Translacija Rotacija

pomak s kutni pomak ¢

brzina v = 23 kutna brzina ¢ = 2%
At At

kutna akceleracija o = Ao
At

moment tromosti | = Zmr2

moment sile M = Fr

moment koli¢ine gibanja L = lw

drugi Newtonov zakon M =la; M =

rad AW = MA@

lw®

Kineti¢ka energija E, =—

snaga P = Mw

AL

At

Tablica 6.1. Analogija translacijskog i rotacijskog gibanja




PITANJA | ZADACI

NooE

w

o

o

®

9.

Sto je kruto tijelo? Kako se moZe gibati kruto tijelo?
Izvedite jednadzbu rotacije krutog tijela oko nepomicne osi.
Sto je moment tromosti krutog tijela s obzirom na neku os?

Sto kaZe Steinerov poucak? Odredite moment tromosti tankog $tapa mase m i duljine d s
obzirom na os kroz centar mase i na paralelnu os koja prolazi krajem Stapa.

Kako se definira moment koli¢ine gibanja materijalne to¢ke koja se giba po kruznici, a
kako krutog tijela Sto rotira oko nepomicne 0si?

Kakva je veza izmedu momenta sile i momenta koli¢ine gibanja?
Sto kaZe zakon o¢uvanja momenta koli¢ine gibanja? Objasniti Prandtlov stoli¢.
Koliki je rad momenta sile pri rotaciji krutog tijela?

Kako se izracunava kinetic¢ka energija krutog tijela koje rotira oko nepomicne osi?

10. O ¢emu ovisi snaga pri rotaciji?

11. Sila od 5 N djeluje na obod diska polumjera 1 m kako prikazuje slika 6.8. Koliki je moment

sile s obzirom na os diska u svakom od slucajeva?

a) b) c)

Slika 6.8. Uz zadatak 11.

12. Homogeni Stap prikazan na slici 6.9. mozZe se okretati oko srediSnje osi O. Koliki je ukupni

moment sila s obzirom na os vrtnje? U kojem ¢e se smjeru Stap zavrtjeti ako je prije
djelovanja sila bio u mirovanju?



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

60 N

50 N 145
40° om
________ g _——————————
50 N

Slika 6.9. Uz zadatak 12.

Koliki je moment sile kojim moramo djelovati na tijelo momenta inercije 2,5 kg m? ako ga
zavrtimo iz mirovanja do frekvencije 30 okr. min'* u vremenu od 20 s?

Puni valjak mase m i polumjera baze R vrti se oko uzduZne osi stalnom kutnom
akceleracijom a. Kolikom bi kutnom akceleracijom ax oko sredis$nje osi rotirala puna kugla
jednake mase i polumjera pri djelovanju jednakog momenta sile?

Na kruznu plo€u polumjera 25 cm, koja moze rotirati oko srediSnje osi okomite na ravninu
ploce, djeluje 20 s stalna tangencijalna sila od 20 N. Za vrijeme djelovanja sile, kutna brzina
plode naraste od nule do 3ns™. Izra¢unajte: zakretni moment, kutnu akceleraciju, moment
tromosti, masu ploce i broj okretaja ploce u vremenu od 20 s.

Na svrdlo koje se vrti djeluje moment sile od 70 N m. Izracunajte rad koji je potreban da
bi se svrdlo okrenulo 10 puta.

Kolika je rotacijska kineticka energija Zemlje pri vrtnji oko vlastite osi? Polumjer Zemlje
je 6370 km, gustoéa Zemlje je 5600 kg m=,

Snaga motora putni¢kog automobila iznosi 50 kW pri brzini od 90 km h. Koliki je
moment sile na svakom od dva pogonska kotaca ako njihov polumjer iznosi 40 cm?

Motor razvija snagu 1260 W pri frekvenciji 1200 okr. min. Koliki je zakretni moment?

Puni Zeljezni valjak i puna Zeljezna kugla jednakog polumjera pocinju se istodobno
kotrljati niz kosinu. Sto ¢e se skotrljati prije na dno kosine?

Dvije kugle jednake mase i polumjera spuste se s vrha kosine. Prva klizi bez trenja, a druga
se kotrlja. Koja ima vecu kineticku energiju pri dnu kosine?

Motor snage 750 W pokrece cirkularnu pilu preko remenskog prijenosa. Kolika je
tangencijalna sila na obodu cirkulara? Promjer kolotura na motoru je 20 cm, na pili 8 cm,
dok je promijer cirkulara 30 cm. Motor se vrti 1800 okr. min™.



23.

24,

25.

26.

27.

28.

Oko nepomic¢nog kolotura mase 1 kg omotana je nit na koju je objeSen uteg mase 2 kg.
Kolika ¢e biti brzina utega koji, padajuci iz mirovanja, prijede put od 2 m? Kolotur ima
oblik kruzne ploce.

Puni valjak pocne se kotrljati bez klizanja s vrha kosine visoke 2 m koja zatvara kut 30°
prema horizontali. Kolike su brzina i akceleracija centra mase valjka na dnu kosine? Kolika
bi bila brzina kada bi valjak klizio bez trenja?

Koliki je moment koli¢ine gibanja zamaSnjaka u obliku pune okrugle plo¢e mase 5 kg,
promijera 30 cm, pri vrtnji frekvencijom od 3200 okr. min1?

Horizontalno polozena platforma oblika diska, polumjera 2 m okrene se jednom u vremenu
3 s oko vertikalne osi koja prolazi srediStem platforme. Na njezinu rubu je djecak mase 50
kg. Kolika ¢e biti frekvencija vrtnje ako se dje€ak premjesti s ruba platforme na udaljenost
1 m od osi? Masa platforme je 150 kg.

Valjak mase 100 g i polumjera 20 cm vrti se oko vertikalne osi koja prolazi srediStem
njegovih osnovica i €ini jedan okretaj u sekundi. Na ravnu plohu valjka, 15 cm od osi
vrtnje, padne okomito komad gline mase 12 g i zalijepi se za plohu. Kolikom ¢e se sada
frekvencijom okretati valjak?

Koliki je moment koli¢ine gibanja Zemlje oko Sunca? (Masa Zemlje je 6:10%* kg, a njezina
sredi$nja udaljenost od Sunca je 1,5-101* m). (L =2,7-10*°kg m? s).



7. GRAVITACIJA

7.1. Newtonov op¢i zakon gravitacije

Od najdavnijih vremena Covjek je iskazivao interes za zbivanja na nebeskom svodu, pa se tako
razvila astronomija, jedna od najstarijih znanosti. Snazim razvojem fizike brzo je napredovala i
astronomija, pogotovo pocetkom novog vijeka, otkricem dalekozora (G. Galilei 1609.; Newton
1687.), ¢ime se pokazalo da isti zakoni prirode koji vrijede na Zemlji, vrijede i u ¢itavom svemiru.

Nekoliko tisuc¢ljeca prije Krista bile su poznate ove Cinjenice o gibanju nebeskog svoda:
1. Nebeski svod okreée se od istoka prema zapadu.

2. Zvijezde se okrecu brze nego Sunce, Sunce se okrece brze nego Mjesec.

3. Putanje planeta nepravilne su krivulje. Planeti lutaju nebeskim svodom.

Trebalo je protumaciti ta gibanja.

Sva razmisljanja i hipoteze o gibanju nebeskih tijela skupio je aleksandrijski astronom i geograf
K. Ptoleme;j (2. stolje¢e) u svom djelu ,,Almagest®. Sustav svijeta iznesen u ovom djelu zove se
Ptolemejev geocentri¢ni sustav ¢ije su osnove:

1. Zemlja ima oblik kugle.
2. Sva se nebeska tijela gibaju po epiciklima, odnosno kruznicama ¢ija sredista kruze oko Zemlje.
3. Zemlja stoji nepomic¢na u srediStu nebeske kugle.

Prema ovom sustavu, sve do 16. stoljeca, smatralo se da je Zemlja srediste svijeta i da je Covjek
stvor zbog kojeg je ovaj svijet stvoren.

lako je jo$ u starom vijeku bilo miSljenja (Aristarh sa Sama, 3. stoljece prije Krista) da Sunce
miruje, a da se Zemlja i ostali planeti gibaju oko njega, tek je poljski astronom Nikola Kopernik
iznio tvrdnju koju je dokazao ¢injenicama da je Sunce srediSte planetarnog sustava.

Tvrdnje Kopernikova heliocentri¢nog sustava su:

1. Zemlja se vrti oko osi od zapada prema istoku. Vrijeme jednog okretaja Zemlje je jedan dan
(rotacija Zemlje).

2. Zemlja je jedan od planeta, pa se kao i ostali planeti, okre¢e oko Sunca (revolucija Zemlje).
Vrijeme jednog ophoda Zemlje oko Sunca je jedna godina.

Bilo je astronoma koji su svojim to¢nim mjerenjima polozaja planeta htjeli znanstveno dokazati
da heliocentri¢ni sustav ne odgovara stvarnosti (Tyho Brache). Bas ta to¢na mjerenja doprinijela



su da iz njih njemacki astronom J. Kepler nakon dugotrajnih racunanja nade tri zakona koji govore
kako se planeti gibaju oko Sunca:

1. Svaki planet giba se po elipsi, a Sunce je u jednom Zzaristu te elipse (slika 7.1. a).

2. Radijus-vektor planeta (spojnica Sunce-planet) u jednakim vremenskim intervalima opisuje
jednake povrsine A1 = A (slika 7.1. b).

3. Kvadrati ophodnih vremena planeta oko Sunca odnose se kao kubovi njihovih srednjih
udaljenosti od Sunca.

a) b)

Slika 7.1. Uz Keplerove zakone

Keplerovi zakoni su zakoni kinematike (opisuju gibanje planeta bez obzira na uzroke). Tek je I.
Newton u svom djelu ,,Philosophiae Naturalis Principia Mathematica“ protumacio zakone gibanja
planeta, zakon slobodnog pada, zakon gibanja dvojnih zvijezda, uzroke odstupanja planeta od
njihovih putanja i uzroke plime i oseke. Sve to proizlazi iz opéeg zakona gravitacije koji je on
otkrio.

Newton je doSao do opeg zakona gravitacije zaklju¢ivanjem i iskustvom tako §to je smatrao da
treba odrediti dva podatka o privla¢noj sili Sunca prema planetima, i to: kako ta sila ovisi 0 masama
Sunca i planeta i kako ta sila ovisi o njihovoj medusobnoj udaljenosti.

Smatrao je da je sila teZza Zemlje istog karaktera kao 1 privlacna sila Sunca, tj. kao Sto privlacna
sila Sunca (gravitacija) uzrokuje kruZenje planeta oko njega, tako i sila teza Zemlje uzrokuje
kruzenje Mjeseca oko Zemlje. Tada bi sila teza svim tijelima na istom mjestu Zemlje davala istu
akceleraciju, pa iz temeljnog zakona gibanja:

F

a=—
m



slijedi da je sila kojom Zemlja djeluje na tijelo mase m proporcionalna masi tijela, da bi
akceleracija ostala stalna. Kako su, prema Newtonu, gravitacija i sila teza Zemlje istog karaktera,
to ¢e i gravitacija biti proporcionalna masi tijela, a prema tre¢em Newtonovom zakonu i planeti
moraju djelovati na Sunce silom istog iznosa, koja takoder mora biti proporcionalna masi tijela
koje privlace, tj. masi Sunca.

Prema tome, privla¢na sila Sunca (gravitacija) proporcionalna je masama dvaju nebeskih tijela:
F~mim;

Newton je trebao odrediti i ovisnost gravitacije o udaljenosti izmedu Sunca i planeta. To je odredio
tako da je za putanje planeta uzeo kruznice (jer se putanje planeta izvanredno malo razlikuju od
kruznica).

Planeti imaju centripetalnu akceleraciju

Ar’r

an_ T2 !

gdje je r udaljenost planeta od Sunca, T ophodno vrijeme planeta.

Kako je tre¢i Keplerov zakon le ZT22 = rf : I’23, dobivamo

n r, 1.1
Qra,=—="S=—1—
1 2 3 2 2
r1 If-2 I’-1 I’-2

Dakle, centripetalna akceleracija planeta obrnuto je proporcionalna kvadratu udaljenosti planeta

od Sunca: a~i2
r

pa je prema tome i gravitacija obrnuto proporcionalna kvadratu udaljenosti planeta od Sunca (jer

jeF=ma,a~F): F~i2
;

Tako je Newton doSao do svoga opceg zakona gravitacije: F =G ml_anZ

r
Privla¢na sila izmedu bilo kojih dvaju sitnih tijela (gravitacijska sila, gravitacija) proporcionalna
je masama tijela, a obrnuto proporcionalna kvadratu njihove medusobne udaljenosti (udaljenost

izmedu njihovih sredista).

Konstanta proporcionalnosti G je op¢a gravitacijska konstanta. G = 6,67 - 10X m® kg! s2. (Zasto
ta konstanta ima upravo takve jedinice?)

Iz Newtonovog zakona gravitacije moze se izraCunati po kakvim stazama i kako se gibaju planeti
oko Sunca. Iz njega proizlaze Keplerovi zakoni. MoZe se primijeniti na sve mase u svemiru i prema



njemu se mogu izracunati i putanje dvojnih zvijezda. Pomocu njega mozemo izracunati mase
nebeskih tijela.

Izracunajmo masu Zemlje.
Na tijelo koje se nalazi na povrsini Zemlje djeluje sila teza: F=mg.

Mm

R2

Ta sila raCunata pomocu opéeg zakona gravitacije je: F =G

R je polumjer Zemlje, M je masa Zemlje, m je masa tijela.

Izjednacavanjem izraza za silu kojom Zemlja privlaci tijelo, proizlazi:

Mm M:g_R2

G =
Rz 9 G

Uvrstimo i poznate vrijednosti za: g = 9,81 ms?, R=6,37-10° mi G =6,67 - 10" m®kg!s?
dobijemo za masu Zemlje M = 5,98 - 10%*kg.

Newtonov opéi zakon gravitacije omogucio je proucavanje gibanja svih nebeskih tijela. Smatra se
jednim od najvecih i bitnih dostignuca znanosti.

Newton je znao da su plima i oseka posljedica gravitacijskog privla¢enja Zemljinih morskih voda
od Mijeseca i Sunca i centrifugalnih sila koje nastaju pri gibanju Zemlje i Mjeseca oko njegova
zajednickog tezista, odnosno pri gibanju zemlje oko Sunca.

Umjetni sateliti podvrgnuti su takoder Newtonovom opéem zakonu gravitacije i Keplerovim
zakonima.

7.2. Rad gravitacijske sile i gravitacijska potencijalna energija

Gravitacijska potencijalna energija u blizini Zemljine povrSine na visini h iznad Zemlje je:
E,, =mgh

Izraz vrijedi samo za visine koje su prilicno manje od Zemljina polumjera, inace je potrebno uzeti
mijenjanje gravitacijske sile s udaljeno$¢u od Zemlje.



Slika 7.2. Zbog gravitacijskog privlacenja dvaju tijela postoji gravitacijska potencijalna energija

Pretpostavimo da smo tijelo mase m bez ubrzanja doveli s polozaja R u polozaj r u gravitacijskom
polju Zemlje mase M . Rad obavljen pri premjestanju tijela mase m je:

W =[Fdr=[G '\:'f‘dr :GMm(%_lj

R R r
Taj rad ne ovisi o putu, nego samo o pocetnom i konacnom polozaju. Jednak je promjeni
gravitacijske potencijalne energije:

W=E,(N-E,(R)= GMm(l—lJ
R r

Ako jer—> 0, sila F — 0 pa je Egp= 0. Uz taj dogovor mozemo zakljuciti:

Izmedu bilo kojih dvaju tijela djeluje gravitacijska sila, zbog ¢ega tijela, jedno u odnosu na
drugoga, imaju gravitacijsku potencijalnu energiju koju odredujemo pomocu izraza:

Mm
Egp =— r

M, m su mase tijela, r je udaljenost izmedu njihovih sredista.

Primjer 7.1. Kolika je potencijalna energija tijela mase 1 kg na Zemljinoj povrsini?

gp

E :—G$:6,27-107J

$to se dobilo uvrstavanjem G = 6,67-10™ N m? kg, M = 6:10* kg, R = 6,38-10° m.



7.3. SATELITI I KOZMICKE (SVEMIRSKE) BRZINE

Slika 7.3. Newtonova zamisljena topovska kugla (Izvor: Internet, pristupljeno 20.7.2017.)

Mjesec je prirodni Zemljin satelit. Neko tijelo moZe postati umjetni Zemljin satelit ako ga sa
Zemlje izbacimo dovoljno velikom brzinom (slika 7.3.). Najmanja brzina kojom je neko tijelo
potrebno izbaciti sa Zemlje da bi postalo njezin umjetni satelit zove se prva svemirska (kozmicka)
brzina. Satelit se oko Zemlje giba po kruznoj putanji. Da bi se gibao po kruznoj putanji, na njega
mora djelovati centripetalna sila. Centripetalna sila je gravitacijska sila.
2
mv mM M

hakd R R R
Ovo je izraz za prvu svemirsku brzinu za bilo koje svemirsko tijelo iz kojeg dobivamo da za
Zemlju iznosi 7900 m s,

Za Zemlju mozemo dobiti jednostavniji izraz ako umjesto gravitacijske sile uzmemo silu tezu:

2

Druga svemirska brzina. To je najmanja brzina kojom treba izbaciti tijelo da bi napustilo
privlacnu silu Zemljine gravitacije. Ta Se brzina zove jo§ brzina oslobadanja. Izvodimo je pomocu
zakona ocuvanja mehanicke energije. U trenutku izbacaja, tijelo ima kineticku 1 gravitacijsku
potencijalnu energiju, tako da mu je ukupna energija jednaka njihovu zbroju:

mv? Mm
E = Ek + Egp :TO-I_(_G?)

Pri udaljavanju tijela od Zemlje, kineticka i gravitacijska energija se mijenjaju, ali njihov zbroj
mora biti stalan:



2 2
va_GMm:mV _GMm
2 R 2 r

m je masa izbacenog tijela, M je masa Zemlje, Vo je brzina kojom je tijelo izbaceno, R je radijus
Zemlje, r je udaljenost od srediSta Zemlje, v je brzina na udaljenosti r.

Na udaljenosti r — % zbroj gravitacijske potencijalne i kineticke energije jednak je nuli pa je:

2
g Mm_
2 R

Iz ovog izraza nalazimo formulu za drugu svemirsku brzinu:

v, = ZGTM =2v Vo=11,2kms*

. . . . ) ) GM
Vidimo da je druga svemirska brzina za /2 veé¢a od prve svemirske brzine V = 1/? :

Brzina oslobadanja nije jednaka za sve svemirske objekte. Ako brzina oslobadanja, koja je jednaka
brzini svjetlosti, nije dovoljna za oslobadanje od gravitacijskog djelovanja, govorimo o crnoj rupi
jer se u tom slucaju objekt ne moze vidjeti.

Najmanja brzina koju mora imati tijelo da bi napustilo Sunev sustav i otiS§lo u meduzvjezdani
prostor zove se treéa svemirska brzina (iznosi oko 16,6 km s™).

Cetvrta svemirska brzina najmanja je brzina koju moZe imati tijelo da bi napustilo nasu galaksiju
(Mlije¢na staza ili Kumova slama), (iznosi oko 550 km s™).

7.4. PLIME | OSEKE

Plima se pojavljuje na istome mjestu dva puta u tijeku nesto viSe od 24 sata i to periodi¢no otprilike
svakih 12 sati i 27 minuta. Istodobno se pojavljuje na suprotnim krajevima Zemlje.

Dva su uzroka plime i oseke na Zemlji:

1. Gravitacijsko djelovanje (gravitacijska sila) Mjeseca i Sunca na morske vode na Zemlji
2. Centrifugalna sila koja nastaje zbog gibanja Zemlje i Mjeseca oko njihova sredista mase,
odnosno pri gibanju Zemlje oko Sunca



Osvrnut ¢emo se na objaSnjenje pojave morskih mijena i izvesti izraz za plimnu silu koja uzrokuje
morske mijene (stvaranje plime i oseke). Razmotrimo plimnu silu uzimajuéi u obzir samo
djelovanje Mjeseca ¢iju masu ozna¢imo s m. Neka je M masa Zemlje, R radijus Zemlje, r je

udaljenost izmedu sredista Zemlje do Mjeseca:

Mijesec

v

,
+
Ze)

\ 4

Slika 7.4. Uz objasnjenje plimne sile Mjeseca

Izmedu Zemlje i Mjeseca djeluje gravitacijska sila:

mM

F=G pr;

Zbog privlafenja Zemlja ¢e slobodno padati prema Mjesecu ubrzanjem:

m
a=G—
.

Dakle, Zemlja je ubrzani sustav, pa ¢e sva tijela na Zemlji dobiti ubrzanja — a. Tako ¢e i tijela A i
B imati ubrzanja — a, a budu¢i da ih i Mjesec privlaci, imat ¢e ubrzanja:
m m
2 35 =G 2
(r-R) (r+R)

a, =G

U sustavu Zemlje tijela ¢e imati rezultantna ubrzanja:
m m _Gm(2rR-R?)

agp =8, —a=G——=— =
RA A (r—R)2 r2 I’Z(I’—R)z

r =60 R, dakle je R <<, pa je priblizno r =R =~ r, 2rR —R? <2rR:
_ 2GmR

Qg =8, —a ="
r




Na jednak nacin za tijelo B vrijedi:

2GmR
Apg = Qg —a=— 3

Dakle, na svako tijelo na Zemlji (A i B) djelovat ¢e jednaka sila, ali suprotne orijentacije koja se
zove plimna sila dana formulom:

_ 2GmMR

F 3

Na jednak na¢in moZzemo odrediti plimnu silu Sunca, pa usporediti te dvije plimne sile: (mm =
7-10%2 kg, ms=2-10Kkg, rzm = 3,8:108 m; rzs = 1,5-10* m), pri ¢emu dobijemo:

2Gm,, MR
FMjeseca _ (rZM )3 — mM ( r-ZS )3 =215
I:Sunca ZGmSMR ms rZM ’
(rys)’

Vidimo da Mjesec ima preko dva puta veci utjecaj od Sunca na plimu i oseku na Zemlji.

7.5. GRAVITACIJA U SVEMIRU

Gravitacijska sila koja se ra¢una pomocu opceg zakona gravitacije dolazi do izrazaja ako bar jedno
od tijela ima veliku masu (npr. Zemlja 1 neko tijelo na njoj, Zemlja 1 Mjesec, itd.). Dakle, mozemo
zakljuciti da izmedu svemirskih tijela vlada gravitacijska sila koja je odgovorna za njihovo gibanje.

Suncdev sustav. Smatralo se sve do dvadesetih godina 20. stoljeca da je svemir prostor koji je
ispunjen zvijezdama. Tada su otkrivene skupine zvijezda nazvane galaksijama, a u jednoj se
nalazilo Sunce (naSa galaksija) i nazvana je Mlije¢na staza. U njoj je otkriveno i osam planeta
(slika 7.4.) koji kruze oko Sunca, mnosStvo asteroida i planetoida, mnos§tvo kometa i si¢uSnih
meteoroida.

Do pocetka 1990-ih bilo je poznato 9 planeta, svi u Sunc¢evu sustavu (solarnom sustavu). Danas
se u Suncevu sustavu broji 8 planeta, dok je Pluton svrstan u kategoriju planetoida, poput Ceresa,
Pallaisa, Sedne i drugih. Izvor: Internet.

Planeti naSeg Suncéeva sustava su (redom po udaljenosti od Sunca): Merkur, Venera, Zemlja, Mars,
Jupiter, Saturn, Uran, Neptun.

Planeti imaju ukupno viSe od stotine svojih prirodnih satelita (mjeseca), koje svojom
gravitacijskom silom prisiljavaju na priblizno kruzno gibanje. Bez prirodnih satelita jedino su
Merkur i Venera. Vise od 99 % mase u Suncevu sustavu pripada Suncu koje svojim gravitacijskim
djelovanjem drzi sustav na okupu.


https://hr.wikipedia.org/wiki/1990-ih
https://hr.wikipedia.org/wiki/Sun%C4%8Dev_sustav
https://hr.wikipedia.org/wiki/Pluton
https://hr.wikipedia.org/wiki/Sunce
https://hr.wikipedia.org/wiki/Merkur_(planet)
https://hr.wikipedia.org/wiki/Venera_(planet)
https://hr.wikipedia.org/wiki/Zemlja_(planet)
https://hr.wikipedia.org/wiki/Mars_(planet)
https://hr.wikipedia.org/wiki/Jupiter_(planet)
https://hr.wikipedia.org/wiki/Saturn_(planet)
https://hr.wikipedia.org/wiki/Uran_(planet)
https://hr.wikipedia.org/wiki/Neptun_(planet)

Click or Touch an Object to Explore

Slika 7.5. Planeti Sunceva sustava (izvor: internet)

. . . ikl .
ekvatorski . srednja | ubrzanje prt _on period
. spljoStenost| Masa . . . y osi )
Planet | polumjer gustoca | sile teze osl | vrtnje*
rotacije
km kg glem®* | Zem.=1 |km/s |° dani
Sunce | 695500 910 1,9910%° |1,41 27,94 617,7|7,25 25,38
Merkur | 2439,7 0 3,3010% |5,43 0,38 42 10,01 58,65
Venera | 6051,8 0 4,8710* |5,24 0,91 10,4 1774 -243,02
Zemlja | 6378,1 0,00335 59710%* 5515 |1 11,2 1235 0,99727

Mars | 3396,2 0,00648 6,42:102 | 3,93 0,38 50 252 1,02595
Jupiter | 71 492 0,06487 1,899-10% | 1,33 2,53 595 |31 0,41354
Saturn |60 268 0,09796 5,68:10% | 0,69 1,07 355 |26,7 0,44401

Uran | 25559 0,02293 8,6810* | 1,27 0,91 21,3 1978 -
0,71833

Neptun | 24 764 0,01708 1,02.10% | 1,64 1,14 23,5 |28,3 0,67125

Tablica 7.1. Osnovni fizi¢ki elementi planeta i Sunca (Izvor: internet, pristupljeno 21.7.2017.)



*Ovi se elementi opcenito polagano mijenjaju viemenom, pa se kod egzaktnog navodenja njihovih
vrijednosti istice vrijeme na koju se vrijednosti odnose.

U nasoj galaksiji, Mlije¢noj stazi (Kumova slama), uz nase Sunce nalazi se najmanje 10! zvijezda.
One se drze na okupu zahvaljujuci gravitacijskoj sili. Spiralnog je oblika i sa sredisnjim diskom
gusto napucenim zvijezdama.

Galaksija je nastala gravitacijskim okupljanjem ogromne nakupine plina i prasine. Rotacijom je
poprimila plocasti oblik.

Nase Sunce se nalazi gotovo na periferiji, udaljeno oko 26 000 godina svjetlosti od sredista
galaksije. Tangencijalna brzina gibanja Sunca oko sredista galaksije je oko 220 km s™.

Slika 7.6. Nasa galaksija Mlije¢na staza (izvor: internet)

Djelovanje gravitacijske sile nije ograni¢eno samo na unutrasnjost galaksije. Galaksije se
uzajamno privlace 1 rasporeduju u prostoru zbog djelovanja gravitacijske sile i formiraju galakticka
jata, u kojima moze biti i do viSe tisuca galaksija. Lokalno galakticko jato u kojem se nalazi nasa
galaksija sadrzi svega tridesetak pretezno manjih galaksija. Nama najbliza galaksija vidljiva
prostim okom, Andromeda, udaljena je oko 700 000 pc (2,5 milijuna svjetlosnih godina). Jedan
parsek (pc) je jedinica za svemirske udaljenosti.

1 pc = 3,086-10'® m = 3,26 svjetlosnih godina
1 svj. god. =9,45-10%m

Najvece su Andromedina galaksija i naSa Mlije¢na staza, koje svojim gravitacijskim djelovanjem
okupljaju druge, manje masivne galaksije Lokalnog jata. Sredista galaktickih jata obi¢no
nastanjuje divovska elipti¢na galaksija nastala privlacenjem 1 ,,prozdiranjem,, susjednih manjih
galaksija. Mnoge opazene galaksije nastale su sudarima, odnosno stapanjem manjih galaksija, $to
su uobicajeni svemirski dogadaji. S vremenom ¢e se vecina susjednih galaksija zbog gravitacijskog
medudjelovanja stopiti, a svemir ¢e se sastojati od manjeg broja masivnijih galaksija. Takva



sudbina ocekuje 1 Mlijecnu stazu, koja ¢e se za pet milijardi godina blisko susresti s
Andromedinom galaksijom.

Istrazivanje gibanja galaksija unutar jata ukazuje da galakti¢ka jata opéenito sadrze desetak puta
viSe tamne (nevidljive) tvari negoli vidljive. Raspodjela tamne tvari razotkrivena je zahvaljujuci
njezinim gravitacijskim u¢incima. Jedan od njih je i u€inak tzv. gravitacijske lece, koji se ocituje
u skretanju svjetlosti u gravitacijskom polju.

Einsteinovo tumacenje gravitacije. Einstein ne polazi od pretpostavke da se tijela privlace
gravitacijskom silom. Gravitacijsku silu i uzroke gibanja svemirskih objekata, u svojoj opcoj
teoriji relativnosti, on tumaci na druk¢iji nacin od Newtona.

Einstein svojom op¢om teorijom relativnosti gravitaciju tumaci zakrivljenosc¢u prostor-vremenom
1 najkraci put izmedu dviju tocaka ne mora biti pravac. Opca teorija relativnosti tvrdi da se zbog
jakih gravitacijskih sila, staze tijela i svjetlosnih zraka izobli¢uju u blizini velikih masa. Zbog toga
elipse (staze po kojima se gibaju planeti) mogu biti izoblicene, a svjetlosna se zraka otklanja u
blizini Sunca.

Slika 7.7. Dvodimenzionalna analogija zakrivljenosti prostor-vremena (izvor: internet)
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Slika 7.8. Zraka svjetlosti skrece u blizini Sunca
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Kako je Newton zakljucio da je gravitacijska sila obrnuto razmjerna kvadratu udaljenosti?
Objasnite Newtonov zakon gravitacije.

Iz gravitacijske konstante, polumjera Zemlje i akceleracije sile teze izraCunajte masu
Zemlje.

Kako se mijenja gravitacijska sila s udaljenosti od povrsine Zemlje?
Kako glase Keplerovi zakoni?
Koliko bi visoko skocio na Mjesecu atleticar koji bi na Zemlji skoCio 2 m?

Izvedite vezu izmedu obodne brzine i polumjera putanje za umjetni Zemljin satelit koji se
oko Zemlje giba po kruznici.

Izracunajte prvu i drugu svemirsku (kozmicku) brzinu.

Na kojoj je visini iznad Zemljine povrSine gravitacijsko polje Zemlje Cetiri puta manje
nego na Zemljinoj povrsini?

Kolika je akceleracija slobodnog pada na povrsini Mjeseca? Kolika je tamo tezina ¢ovjeka
mase 100 kg?

IzraCunajte visinu i1 brzinu umjetnog satelita koji se oko Zemlje giba po kruznici u
ekvatorijalnoj ravnini, a uvijek se nalazi iznad iste tocke Zemljine povrsine.

Odredite gravitacijsku silu izmedu dva natovarena vagona, od kojih svaki ima 70 t, a
udaljenost je njihovih srediSta masa 200 m.

Masa Zemlje je M = 5,98:10%* kg, Mjeseca 7,3-10%? kg, a udaljenost izmedu njihovih
sredista je 3,84-10° km. Odredite gravitacijsku silu izmedu Zemlje i Mjeseca.

IzraCunajte tezinu tijela mase 1 kg na povrSini Zemlje, najprije pomocu drugog
Newtonovog zakona, a zatim pomocu opéeg zakona gravitacije.

Odredite teZinu tijela mase 2,5 t na visini 250 km od povrSine Zemlje.

IzraGunajte uzajamnu potencijalnu energiju Zemlje i Sunca. (M, = 6:10%* kg, Ms = 1.99-10%°
kg, njihova medusobna udaljenost r = 1,49-10! m).

Kolike su prva i druga svemirska (kozmicka) brzina?

Koju brzinu mora imati umjetni satelit ako Zelimo da on kruzi oko Zemlje na udaljenosti
420 km od njezine povrSine?

Srednja brzina Zemlje, kojom kuzi oko Sunca, iznosi oko 30 km s, a polumjer putanje
kruzenja je 1,5-108 km. Izratunajte masu Sunca.



8. FLUIDI

Tvari se u prirodi obi¢no pojavljuju u tri agregatna stanja: ¢vrstom, teku¢em i plinovitom. Najbolji
je primjer za to voda koja se pojavljuje upravo u ova tri agregatna stanja (voda kao tekucina, led u
¢vrstom stanju i vodena para u plinovitom). Postoji i Cetvrto agregatno stanje s kojim se rijetko
susrec¢emo, a to je plazma (potpuno ionizirano stanje koje postoji u unutras$njosti Sunca, a na Zemlji
samo U posebnim uvjetima). Zbog nekih zajednickih svojstava plinove i tekuéine nazivamo
fluidima. Fluidi lako mijenjaju oblik zbog pokretljivosti svojih molekula. Tekucine su skoro
potpuno nestladive i poprimaju oblik posude u kojoj se nalaze. Molekule plina vrlo su pokretljive
1 imaju velik medumolekulski prostor, zbog cega zauzimaju Citav prostor unutar posude u kojoj se
nalaze.

Fluidi mogu mirovati ili se gibati. Hidrostatika je mehanika fluida u mirovanju, a hidrodinamika
je mehanika fluida u gibanju.

8.1. TLAK

Cestice fluida nasumiéno se gibaju udarajuéi u stijenke posude. Kao posljedica molekularnog
gibanja i udaranja u stijenke posude, javlja se tlak. Cestice djeluju silom na stijenke u svim
smjerovima. Silu svake molekule mozemo rastaviti na dvije komponente: okomitu i paralelnu, $to
znaci da na stijenke djeluju samo okomite komponente. Ukupna sila jednaka je zbroju okomitih
sila pojedinih Cestica, pa je i ona okomita. Kvocijent okomite sile i povrSine plohe na koju fluid

djeluje zove se tlak (p): p=r

A

p je tlak, F okomita sila na povrSinu i A je povrsina.

Ako sila nije stalna, tada se tlak u pojedinoj tocki definira pomocu izraza: p = lim % = 3_":
AA—0O

Bitna razlika izmedu sile i tlaka je: sila je vektorska veli€ina, a tlak skalarna veli¢ina.
Gornju relaciju mozemo pisati: ~ dF = pdA

Mijerna jedinica Sl-ja za tlak je paskal (Pa = N m2). Mogu se upotrebljavati visekratnici paskala.
Tlakovi koje svakodnevno susre¢emo iskazuju se u barima: 1 bar = 10° Pa

Granice laboratorijski ostvarivih tlakova jesu od najnizih 10" Pa, pa do najvisega 10'° Pa. U
unutra$njosti Zemlje 1 Sunca tlakovi su jos veci.

Uredaji za mjerenja tlaka u zatvorenom prostoru zovu se manometri.



8.2. FLUIDI U MIROVANJU

8.2.1. Pascalov zakon

Djelujemo li na fluid nekom vanjskom silom, ona ¢e u fluidu izazvati tlak p =% koji se zove

vanjski ili hidraulicki tlak. On ¢e se prenositi fluidom jednako u svim smjerovima, tako da se
pojavljuje u svim tockama fluida (slika 8.1.).

To je poznati Pascalov zakon za vanjski ili hidraulicki tlak koji mozemo izre¢i 1 ovako: u svakoj
toc¢ki mirnog i nestlacivog fluida, tlak je jednak.

Slika 8.1. Pascalov zakon

Na tom principu temelje se hidrauli¢ni uredaji: prese, ko¢nice, dizalice itd. (slika 8.2).

Slika 8.2. Princip rada hidrauli¢nih uredaja
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Djelujemo li na manji klip silom Fy, ona ¢e proizvesti tlak p,= El koji se prenosi kroz tekuc¢inu

jednako u svim smjerovima, te ¢e za veéi klip vrijediti p, =p,= —%, iz ega slijedi:

A A LA

Vidimo da je sila F> veca od sile F1 onoliko puta koliko je puta A2 veéi od As.

AR S
1

Tad je rad koji izvrSe te dvije sile jednak: dw = F,As, = F,As, = pAAAs = pAV

Sila F1 djeluje duz pomaka As; koji je veci od pomaka Asz onoliko puta koliko je F1 manji od Fo.
To je posljedica zakona oCuvanja energije.

F,
F,

Mehanicki u¢inak hidrauli¢nih strojeva je: &=

A
A

Djelovanjem sile na papucicu hidrauli¢ne ko¢nice preko klipa u glavnom cilindru automobila, tlak
se prenosi na sve dijelove nestlacive tekucine, pa tako i na klip cilindra u kotac¢ima. Kako je
povrsina klipa glavnog cilindra nekoliko puta manja, sila kojom djeluje na koc¢nice toliko je puta
vecéa od sile na papucicu kocnice.

Primjer 8.1. Hidraulichom dizalicom diZe se teret mase 3 t na visinu 60 cm. Presjek $ire cijevi je
2m? auze 16 dm?.

a) Koliki je mehanicki u¢inak dizalice?
b) Koliki je obavljeni rad?

c) Kojom silom i na kolikom putu treba djelovati na uzem kraku dizalice?

RjeSenje:
cvqc v . A2
a) Mehanicki ucinak je &= K =125
b) Obavljeni rad je W =F,s, = mgs, =17658J

c) Sila kojom treba djelovati je F = % F, =2354,4N

Sila mora djelovati na putu S, = %32 =éeh =7,5m



8.2.2. Hidrostatski tlak

To je tlak u tekucini izazvan tezinom stupca u tekucini. Ako zaronimo u more, osje¢amo pritisak.
Sto dublje zaronimo, tlak je veéi jer je iznad nas veéa koli¢ina tekuéine. Dakle, tlak tekuéine raste
s dubinom. Izvedimo izraz za hidrostatski tlak.

Zamislimo u tekuc¢ini dio tekucine oblika valjka (slika 8.3.) s osnovicom plostine A (ili S) i visine
h. Na horizontalni presjek na dubini h svojom tezinom djeluje stupac tekucine oblika valjka ¢iji je
obujam: V = Ah, mase: m=Vp= Ahp, gdje je p gustoca tekucine. Tezina tog stupca

tekucine je G iliFg: G =mg = Ahpg

Slika 8.3. Hidrostatski tlak

Tezina predstavlja silu kojom tekucina oblika valjka pritiS¢e povrsinu plostine A na dubini h. Znaci

: o F G Ahpg
da je tlak na toj dubini: p=— == =2 _ »h
J ) P A A A A

Konacno je izraz za hidrostatski tlak: p = pgh

Vidimo da hidrostatski tlak u nekoj tocki u tekuéini ovisi o dubini na kojoj je ta tocka, gustoci
tekucine 1 akceleraciji sile teZe.

Ako postavimo neku plocicu na dubinu h, zbog Pascalova zakona, hidrostatski tlak djeluje na
ploc¢icu podjednako u svim smjerovima, s donje 1 gornje strane.

Ukupni tlak na dubini h koji djeluje u svim totkama tekuéine je: P = P, + 90, gdje je pa
atmosferski tlak. Dakle, tlaku u fluidu na dubini h treba pridodati i vanjski tlak.

U medusobno spojenim posudama razina tekucina u svim posudama nalazi se na istoj visini bez
obzira na oblik posude (slika 8.4. a)). To proizlazi iz ¢injenice da je hidrostatski tlak jednak u svim
toCkama na istoj dubini. Dakle, pomocu spojenih posuda mozemo pokazati da hidrostatski tlak
ovisi o visini stupca tekucine.



h1

Slika 8.4. Spojene posude

Ako se u spojenim posudama nalaze dvije tekuéine razli¢itih gustoca, p1 1 p2 (slika 8.4. b)), tada
su razine tekucine razli¢ite. Kako tlak u svim tockama tekuéine mora biti jednak, vrijedi:

pa +plgh1 = pa +ngh2 : (*)

Primjer 8.2. U U-cijev, u kojoj se nalazila voda, doliveno je ulje nepoznate gustoce. Mjereno od
razine na kojoj se voda i ulje dodiruju, stupac ulja ima visinu 5 cm, a stupac vode 37 mm. Kolika
je gustoca ulja?

RjesSenje:

h
|z izraza (*) slijedi:  p, = p, — 0, =1000kgm™® 3.7em p2 =740 kg m’
h, 5cm

Hidrostatski paradoks. Na slici su prikazane etiri posude s jednakim povrSinama dna. U svim
je posudama ista teku¢ina nalivena do jednakih visina. U svim primjerima sila na dno je jednaka,
Sto je na prvi pogled neocekivano, pa takav rezultat zovemo hidrostatski paradoks, koji zapravo
nije paradoks, ve¢ posljedica zakona za hidrostatski tlak. Naime, ¢ini se da ¢e tekucina u trecoj
posudi najve¢om silom djelovati na dno jer je u toj posudi najviSe tekucine, tj. ima najvecu tezinu.
Ocito je da sila kojom tekucina djeluje na dno posude ne mora uvijek biti jednaka teZini tekucine.
Ta je sila jednaka tezini teku¢ine samo u prvoj posudi.

a) b) c) d)

Slika 8.5. Hidrostatski paradoks



Sila na dno u svim je posudama ista. Ukupna tezina tekucine najveca je u trecoj posudi (slika 8.5.
c), manja u drugoj (slika 8.5. b), a najmanja u ¢etvrtoj (slika 8.5. d).

8.2.3. Atmosferski tlak
Oko Zemlje postoji Zemljina atmosfera, tj. zracni omotac koji Zemlja drzi svojom gravitacijskom
silom. Upravo zbog teZine zra¢nog stupca iznad Zemljine povrSine nastaje atmosferski tlak.

Tlak zraka moze se mjeriti pomocu Torricellijeva pokusa. Uzmemo s jedne strane zatvorenu
staklenu cijev i nalijemo u nju zivu, zatim je za¢epimo prstom, preokrenemo i uronimo u posudu
sa zivom. Ziva ¢e se u cijevi spustiti do odredene visine h ovisno o vanjskom tlaku. Iznad Zive u
gornjem dijelu cijevi nema zraka (ima samo nesto Zivinih para). Na vanjsku povrsinu zive u posudi
djeluje atmosferski tlak koji drzi ravnotezu s hidrostatskim tlakom stupca Zive u cijevi, $to piSemo:

P, = PIN; gdje je p gustoéa Zive, a h visina stupca Zive.

e

| |

L )

Slika 8.6. Zivin barometar

[zraCunajmo koliko iznosi visina stupca zive pri normiranom tlaku koji iznosi 101325 Pa.
Uvrstavanjem za p = 13595 kg m= i g = 9,805 m s, dobivamo:

h=P2_076m
9

Plinski zakoni opisuju stanje plina i promjenu stanja plina pomocu Cetiri empirijske
termodinamicke veli¢ine: temperature plina T, tlaka plina p, obujma plina V i koli¢ine plina
izrazene kao broj Cestica plina N ili kao broj mola n. Jednadzba stanja plina u opéem obliku je:

pvV =Nk,T —  pV =nN_ kT pV =nRT



gdje je ks = 1,38 -102 J K! Boltzmannova konstanta, T temperatura u K, R = 8,314 J mol* K™
univerzalna plinska konstanta, Na = 6,022-10% mol™* Avogadrova konstanta. Ako se stanje plina
mijenja uz stalnu temperaturu, taj zakon ima oblik:

pV = konst. ili PV, = p,V,
i naziva se Boyle-Mariotteov zakon.

Primjer 8.3. Kada bi ronilac na dubini od 10,3 m udahnuo sabijeni zrak iz boce i drzao ga u
plu¢ima dok ne izroni na povrsinu, koliko bi se povecao obujam pluca?

p1V1 = p2V2

Vo _P_Patpgh_,

V1 p2 pa

Obujam bi narastao dva puta. Pri naglom izranjanju, kada ronilac nema dovoljno vremena ispuhati
zrak, moze biti opasno i s tako male dubine jer su alveole ve¢ pri udisanju bile rasirene i dalje se
ne mogu znatno $iriti ve¢ pucaju.

Atmosferski tlak mijenja se s nadmorskom visinom i pada po barometarskoj formuli koju ¢emo
izvesti.

p +dh l

dh

po h=0
Slika 8.7. Uz izvod barometarske formule

Neka je na visini h atmosferski tlak p, a na visini h + dh tlak p + dp. Ako je dh pozitivan, tada je
dp negativan jer tlak pada s visinom. Razlika u tlaku dp izmedu ta dva sloja nastaje zbog tezine
stupca zraka presjeka 1 m? i visine dh, a iznosi:

dp = -pgdh
gdje je p gustocéa zraka na toj visini.

Gustoca zraka funkcija je tlaka i temperature. Pretpostavimo da je atmosfera pri stalnoj temperaturi
(izotermna), tada mozemo primijeniti Boyle-Mariotteov zakon:



m
pV = pyV,, p—=p,— p(h)=22 p(n)
P £o Po

gdje su poi potlak i gustoca zraka na nadmorskoj visini h = 0.

P bdp o, P __ Ao D
dp=—"pgdh [EP _ _Po 4(dn In—=-—"gh P=pee ™
Po ;3[ Po g'r'). Po Po O

gh

Ovo je barometarska formula (aerostaticki zakon za idealne, mirne i izotermne plinove).

Tocniju formulu dobili bismo uzevsi u obzir padanje temperature s visinom:

o= (1_ 0,0065)5’255
’ 288

U-cijev kao manometar. Tlak u zatvorenoj posudi mozemo mjeriti pomocu cijevi oblika slova U,
tzv. U—cijevi. Jedan kraj cijevi vezan je uz posudu u kojoj mjerimo tlak, a drugi je kraj otvoren.
Ovakvu cijev koja sluzi za mjerenje tlaka zovemo otvoreni manometar (slika 8.8.a). Ako je drugi
kraj U-cijevi zatvoren, zovemo je zatvoreni manometar (slika 8.8.b).

lpa

p=0
P N P
%ﬂ %“*
p P
_ —_
a) b)

Slika 8.8. Manometri

Tlak u posudi P mjeren pomocu otvorenog manometra je: P =, +,@](h2 - hl)= P, +o9h, tlak

mjeren pomoc¢u zatvorenog manometra je: p = pg(h, —h, )= pgh.



Primjer 8.4. Podmornica je oste¢ena na dubini od 80 m. Clanovi posade pokusavaju iza¢i van
tako da podizu poklopac otvora povrsine 1,1 m za 0,7 m. Ako je gusto¢a mora 1024 kg m™,
kolikom silom treba gurati poklopac da bi ga se pomicalo?

Rjesenje:
h=80m
A=0,77 m?
0=1024 kgm

F=? F = pA=(p, + pgh)A=708804,25 N

Ova sila ekvivalentna je masi 70,88 tona.

8.2.4. Uzgon. Arhimedov zakon

Kada je tijelo uronjeno u fluid, na njega djeluje sila ¢iji je smjer suprotan smjeru sile teze. Ta sila
zove se uzgon. Uzgon nastaje zbog razlike hidrostatskih tlakova koji djeluju na tijelo na razli¢itim
dubinama.

Na slici 8.9. prikazano je tijelo u obliku valjka, gustoce p, uronjeno cijelim svojim obujmom u
teku¢inu. Gornja je ploha valjka na dubini h, a donja na dubini h,. Hidrostatski tlak na donju plohu
vedi je nego na gornju jer se nalazi na vecoj dubini. Hidrostatski tlak na gornju plohu je:

F : _ F
b, = K1 = pu.gh , atlak nadonju plohu:  p, = KZ = Pucdh;

n
h1

h2

Slika 8.9. Uz izvod uzgona

Hidrostatski tlak djeluje 1 na oplosje valjka, ali se sile koje djeluju sa suprotnih strana medusobno
poniStavaju jer su jednake. Uzgon na valjak nastaje zbog razlike hidrostatskih tlakova na donju 1



gornju plohu. Uzgon ima smjer prema gore (slika 8.9.) i iznosi:
F,=F-F= (pz -B )A = (P A, — P, 90 A= py gA(hz - hl) = P 9AN
Fu = ptekgVuronjenog dijela tijela

Dakle, na tijelo uronjeno u fluid djeluje sila teza prema srediStu Zemlje i uzgon u suprotnom
smjeru, tako da je rezultantna sila, tj. tezina tijela u fluidu:

G'=F,-F,

Sto predstavlja Arhimedov zakon koji mozemo izreci rije¢ima: tijelo uronjeno u tekuéinu (fluid)
lakse je za silu uzgona. Uzgon je jednak tezini tijelom istisnute tekucine:

E, = Grex = Ptek9Vuronjenog dijela tijeta = Mistisnute tekd
Moze se pokazati da uzgon ne ovisi o obliku tijela niti o dubini na kojoj se tijelo nalazi u tekucini.
Uvjeti plivanja:
Tijelo lebdi kada je uzgon jednak sili tezi Fy = Fg, tada je ptek = prijela. Slika 8.10. a)
Tijelo tone ako je uzgon manji od sile teze Fy < Fg, tada je ptek < piijela. Slika 8.10. b)

Tijelo pliva ako je uzgon veci od sile teze Fy> Fq. tada je ptek > ptijeta. Slika 8.10. ¢)

a) b) c)
Slika 8.10. Uvjet plivanja

Primjer 8.5. Gumena lopta mase m i radijusa R uronjena je u vodu do dubine h. Zanemarivsi otpor
vode i zraka, izracunati visinu H do koje ¢e lopta odskociti (u odnosu na povrsinu vode) nakon §to
ju pustimo.



RjeSenje:

SR T —

' - {; W = AE
W = Egp

* Frh =mgH

zrak (FU — Fg)h = mgH
[p g 4R’z ngh
(R -Fh_(pav-mph (77 3
mg mg mg
ARz
—m |h
(57 ee)
H =
m

Slika 8.11. Uz primjer 8.5.

Primjer 8.6. Tijelo oblika kocke duljine brida 0,5 m visi na niti i uronjeno je u more gustoc¢e 1025
kg m=s gornjom povrsinom na dubini od 25 cm. Ako je masa tijela 400 kg, kolika je napetost niti?

RjeSenje:
V=0,125m?

0 =1025 kg m3
h=25cm

m = 400 kg

Fn=7

Fy = Fg —F, =Mg - Py, 8V = 2718,75 N

8.3. FLUIDI U GIBANJU

Mehanika fluida u gibanju zove se hidrodinamika. Osvrnut ¢emo se na gibanje idealnog fluida,
nestlac¢ivog 1 onog u kojem nema unutarnjeg trenja.



Gibanje fluida (tekucine ili plina) nazivamo strujanjem ili protjecanjem koje nastaje zbog vlastite
tezine fluida ili zbog razlike u tlakovima izmedu dva mjesta u fluidu. Prema putanji strujanja,
strujanje fluida moze biti laminarno 1 vrtloZzno. Predo¢ujemo ga pomocu strujnica, crta kojima su
tangente u svakoj tocki u smjeru brzine gibanja. Za laminarno gibanje, strujnice su neprekinute
krivulje. Pri vrtloznom gibanju, strujnice su zavinute prekinute krivulje.

Prema promjenjivosti brzine, razlikuje se stacionarno strujanje, kod kojega je koli¢ina tvari koja
prode kroz neki presjek konstantna, i turbulentno, pri kojem se stvaraju vrtlozi i mijesa tekucina.

— — J_ TN
— — - O C

Laminarno strujanje Turbulentno strujanje

Slika 8.12. Laminarno i turbulentno strujanje

8.3.1. Protok i brzina protjecanja fluida

A

Be= O

k_Y_.J
vt

Slika 8.13. Uz definiciju protoka
Volumen fluida koji u jedinici vremena protece kroz presjek cijevi naziva se volumni protok:

-\l
YAt

Jedinica protoka je m3s™,

Maseni protok je omjer mase koja je protekla kroz presjek cijevi i vremena:

q = Am_pAv
At At v

Iz slike 8.13. vidljivo je da je:



_ AVAt

Av
Y At

Volumni protok jednak je umnosku povrsine presjeka i brzine strujanja.

Na slici 8.14. cijev je na jednom kraju $ira nego na drugom. Tok mora biti stacionaran, tj. zbog
nestlacivosti tekucine, protok mora biti stalan 1 = Q2: Av,=Av,

A1

— Vot
Vit

Slika 8.14. Uz izvod jednadZbe kontinuiteta

To je jednadzba kontinuiteta (zakon o neuniStivosti tvari) za stacionarno strujanje. Mozemo je

vli

zapisati i ovako: — =

Vo A

8.3.2. Bernoullijeva jednadZba

VAN AN A A aed VAN A A Aeavd Va4

Slika 8.15. Uz izvod Bernoullijeve jednadzbe
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Promatrajmo cijev kroz koju struji fluid izmedu dva presjeka s povr§inama Az i Az i Kojoj su krajevi
na visinama hy i hz (slika 8.15.). Teku¢ina u cijevi protjece slijeva udesno. Donji kraj fluida
pomaknuo Se za S, a gornji za sz. Zbog nestlacivosti fluida, oba dijela fluida imaju jednaku masu:
m=mx=m=pV.

Promjena potencijalne energije je:
AE, =m,gh, —m,gh, = pVgh, - pVgh,
Promjena kineticke energije je:

_ My, my; pWg pWy
2 2 2 2

AE,

Ukupna promjena mehanicke energije je:
AE = AE, +AE,

Da bi se fluid pomaknuo za s1,0dnosno sz, na njega treba djelovati silama F1 i F, tj. tlakovima na
oba kraja. Sile F1 1 F2 imaju suprotne smjerove. Pri tome je obavljeni rad:

W =Fs,—F;s, = p,AS, — pP,AS, = p,V—p,V,
Zbog nestlacivosti oba su obujma jednaka V1= V2 =V, pa je
W =(p, —p,)V
Obavljeni rad jednak je promjeni energije:
W =AE

2 2
(pl - pz)‘/ = ,OVth—pVghl _l_p\/%_ p\;\/l

Sredivanjem dobijemo izraz za Bernoullijevu jednadzbu:

2

L)
2

vy

p1+7+pgh1:p2+ + pgh,

U tekucini koja se giba pojavljuje se vanjski tlak p, tzv. staticki tlak, hidrostatski tlak pn = pgh
2

koji nastaje uslijed tezine samog fluida, i dinamicki tlak Py = ,OVT koji postoji samo ako se fluid

giba. Zbroj statickog i dinamickog tlaka zovemo hidrodinamicki tlak. Ukupan je zbroj svih tlakova
u tekuc¢ini prilikom gibanja tekuc¢ine stalan:



P+ p, + Py =P, =konst.

To je izraz za Bernoullijevu jednadzbu. Ona je posljedica zakona ocuvanja energije. Konac¢no
mozemo napisati da na svakom dijelu cijevi vrijedi:

2

o

p+7+pgh = konst.

To znaci da je u svakoj tocki neke strujnice zbroj statickog tlaka p, tlaka pgh uzrokovanog
2

visinskom razlikom pojedinih dijelova fluida, i dinamickog (brzinskog) tlaka o uvijek
konstantan.

Ako je cijev horizontalna ili ako je gustoca fluida malena (plinovi), te je tlak pgh(h, —h,)

zanemariv, Bernoullijeva jednadZba poprima oblik:

2

2
p1+&: p, +%:konst.

2

1z jednadZbe vidimo, ako je A1 > A, tada je vi < V2 i p1> p2, tj. na mjestima gdje je brzina veca
tlak je manji i obrnuto.

Kada fluid miruje (v,=v, =0), Bernoullijeva jednadzba prelazi u:
P — P2 = pg(hz - h1)= ~gh

To je izraz za razliku tlakova u mirnom fluidu, tj. za hidrostatski tlak, pa zaklju¢ujemo da za mirnu
teku¢inu Bernoullijeva jednadzba vrijedi u hidrostatici.

N

< £
= |
=/ =7
a) b) c)

Slika 8.16. Mjerenje tlaka: a) statickog, b) hidrodinamickog, ¢) dinamickog



8.3.3. Primjene Bernoullijeve jednadZzbe

Venturijeva cijev

Slika 8.17. Venturijeva cijev, a) protok tekucine, b) protok plina

To je cijev u kojoj je srednji dio suzen. Sluzi za mjerenje brzine i protoka fluida. Primjenom
Bernoullijeve jednadzbe:

2 2
pﬁ%: P, +%:konst.

i jednadZbe kontinuiteta: A v,= A,

dobijemo izraz za brzinu fluida:

odnosno za protok fluida:

2Ap

%= AV = AR

Iz poznatih presjeka A1 i Az, olitavanjem razlike tlakova na manometru Venturijeve cijevi,
mozemo izracunati brzinu ili protok fluida kroz cijev.
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Istjecanje tekuéine iz posude

As Pa

h;

Az

<

Slika 8.18. Istjecanje tekucine kroz mali otvor

Neka se na stijenci Siroke otvorene posude na dubini tekuéine h nalazi mali otvor (slika 8.18.).
Odredimo brzinu tekucine kroz taj otvor.

Primjenom Bernoullijeve jednadZbe na dva presjeka, i to otvorenu posudu Az i za presjek A, mlaza
tekucéine na otvoru. Na presjeku A: tlak p1 jednak je atmosferskom tlaku pa, a brzina vrlo malena
(jednaka nuli). Na presjeku A tlak je takoder jednak atmosferskom tlaku pa, a brzina je vz koja
slijedi iz:

2

Py LA

m+——+mh—m + pgh,

,ov

odnosno: P, + poh = p, + —=+ pgh,

Vs =\/2g(hl—h2):\/2gh

To je Torricellijev zakon istjecanja tekuc¢ine kroz mali otvor.

Zasto olujni vjetar moZe dignuti krov kuce

Kada vjetar nalijece na krov, brzina strujanja zraka s vanjske (gornje) strane krova ima odredenu
vrijednost vz, a s unutarnje strane krova zrak prakticki miruje, v1 = 0, pa iz Bernoullieve jednadzbe
slijedi:
p.— P, = = pV2
1 275 P2V

Na krov djeluje sila dizanja:



1
Fao = (P — P)A= EAPZVZ%

Gdje je A povrSina krova i p, gusto¢a zraka. Ako je brzina vjetra dovoljno velika, sila dizanja

dovoljno je jaka da skine krov skuce.

Negativni tlak

Kada se brzina tekuc€ine u cijevi dovoljno poveca, povecava se 1 dinamicki tlak tekucine, tako da
se prema Bernoullijevoj jednadzbi stati¢ki tlak smanji ispod atmosferskog. Ta pojava, da se staticki
tlak teku¢ine smanji ispod atmosferskog, naziva se negativni tlak. NajceSce se postiZe suzavanjem
cijevi kroz koju struji tekuc¢ina. Na tom nacelu radi rasprsivac.

podtlak
|
. |
dotok zraka .
atmosferski
tlak

Slika 8.19. Stvaranje negativnog tlaka Slika 8.20. Rasprsivac
Dva broda koja plove jedan pored drugoga mogu se sudariti zbog negativnog tlaka.

Puhanjem se list papira podize zbog toga jer se iznad njega povecava dinamicki tlak, a staticki
smanjuje, pa je tlak iznad lista papira manji od atmosferskog tlaka s donje strane. Zbog razlike
tlakova javlja se sila dizanja prema gore.

Pa

Slika 8.21. Princip avionskog krila

mr.sc. Josip Pai¢, UDZBENIK - FIZIKA (162



Primjer 8.6. Kolika je brzina zraka v» na gornjoj strani krila aviona i kolika je masa aviona ako je
brzina na donjoj strani v1 = 100 m s%, a nastala sila dizanja odrzava avion u zraku? Razlika tlaka
na donjoj i gornjoj plohi krila je Ap = 800 Pa, a povriina avionskih krila A = 40 m?. Gusto¢a zraka
je 1,3-103 gcm,

RjeSenje:

vi =100 ms?

Ap =800 Pa

A =40 m?
0=13-10°gcm3=13kgm?

m=?
2 2
Jul oy b
+ L —p + 52
P, 5 P, 5
oy v, 2A
pl_p2+_212_22 - v, = 7|O+vl2 =105,97 m s

Sila dizanja mora biti veca ili jednaka teZini aviona Fdiz = ApA = 32000 N

G
Faiz = G =mg m2523200kg

PITANJA | ZADACI

1. Definirajte tlak i navedite jedinice za tlak.
2. Sto kaze Pascalov zakon? Koji se uredaji na njemu baziraju?

3. Izvedite izraz za hidrostatski tlak u tekuéini. Koliki je ukupni tlak na dubini vode 10 m pri
normiranom atmosferskom tlaku?

4. Opisite spojene posude. Objasnite hidrostatski paradoks.
5. Sto je manometar? Objasnite otvoreni i zatvoreni manometar.

6. Objasnite Zivin barometar.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Sto je uzgon? Izvedite formulu za uzgon. Sto kaze Arhimedov zakon? Opisite neke od
pokusa u vezi s uzgonom.

Kako se definira protok fluida? Izvedite i objasnite jednadzbu kontinuiteta. U kojim
uvjetima ona vrijedi?

Objasnite primjenu Bernoullijeve jednadzbe?

Sto je staticki, a §to dinamicki tlak? Kako se mjere? Koliki je dinami¢ki tlak ako zrak struji
brzinom 108 km h?

U U-cijev nalivena je voda, a onda u jedan krak tekuc¢ina nepoznate gustoce, tako da se ne
mijesa s vodom. Visina stupca vode mjerena od razine gdje se tekuéine dodiruju je 20 cm,
a visina stupca druge je 25 cm. Kolika je gustoca tekuéine?

Valjkasta posuda visine 2 m ima kruzni otvor polumjera 2 cm na visini 60 cm od dna
posude. Kolika sila djeluje na ¢ep stavljen u kruzni otvor ako je posuda do vrha napunjena
vodom? (Rjesenje: 38,8 N)

Koliki je ukupni tlak u jezeru na dubini 8 m?

U otvorenom manometru sa zivom razlika stupaca zive iznosi 18 mm. Kolika je razlika
tlakova? (RjeSenje: 24 hPa)

Koliki je tlak zraka na nadmorskoj visini od 6500 m? Raspravite o raznim nacinima
rjeSavanja i procijenite tocnost odgovora. (Rjesenje: 452 hPa)

Koji dio ledene sante viri iznad morske povrsine? (Gustoéa leda je 900 kg m=, a gustoéa
morske vode 1020 kg m™).

Predmet od legure bakra i zlata tezi u zraku 0,490 N, a uronjen u alkohol 0,460 N. Odredite
masu zlata u predmetu. Zanemarite uzgon u zraku.

Iz pumpe u prizemlju zgrade voda ulazi u cijev promjera 2,4 cm pod tlakom 400 kPa,
brzinom 1 m s. Koliki je volumni protok vode? Kolika je brzina i tlak u potkrovlju zgrade
na visini 30 m ako je tamo promijer cijevi dva puta manji nego u prizemlju?



19. Posuda ispunjena vodom postavljena je u labilnu ravnotezu. U posudu stavimo uteg tako
da plovi uz rub (slika 8.22.). Hoce li posuda pasti s grede? ObrazloZiti odgovor.

lif;

Slika 8.22. Uz zadatak 19.

20. Ukupna masa balona napunjena helijem iznosi m = 50 kg, a volumen V = 100 m®. Kolika
je sila koja dize balon s povrsine Zemlje ako je gustoéa zraka pri povrsini p = 1,29 kg m™>?
Kolika je gustoca sloja zraka u kojem ¢e balon lebdjeti?

21. Kroz cijev promjera 2 cm tede voda konstantnim protokom od 0,2 L s™. Na jednom mjestu
cijev je suzena, tako da joj je promjer 0,5 cm. Kolika je brzina vode u cijevi, a kolika u
suzenju cijevi? Kolika je razlika tlakova u Sirem i1 uzem dijelu cijevi?

9. TITRANJE

Titranje je periodicno gibanje materijalne toCke kod kojeg se ona giba po nekoj putanji
naizmjeni¢no oko ravnoteznog polozaja u oba suprotna smjera. Navedimo nekoliko primjera
titranja u prirodi: list na stablu titra pod utjecajem vjetra, drvce na povrsini mirne vode giba se
gore-dolje kad povrSinu uznemirimo bacivs§i u vodu kamen, njihalo ure njihalice njiSe, stap
benzinskog motora giba se stalno s jednog kraja cilindra na drugi, sjene kuglice koja se giba po
kruznici titra. Sva se ta gibanja ponavljaju nakon odredenog vremena koje zovemo period (T).
Dakle, to su periodi¢na gibanja.

Navedimo neke veli¢ine s pomocu kojih moZemo opisati mehanicko titranje. To su u prvom redu
period T i frekvencija f.

Pri titranju je period T vrijeme jednog titraja, a frekvencija f broj je titraja u jedinici vremena, tj. u
1 sekundi. Kako bismo $to to¢nije izmjerili period pri titranju? Tako da mjerimo vrijeme za vise
titraja, a onda ukupno vrijeme podijelimo s brojem titraja:

T=—
N



Kako je frekvencija broj titraja u jednoj sekundi: f =% zakljuCujemo vezu izmedu perioda i

1
frekvencije: T = T odnosno f = % Jedinica za frekvenciju je 1 herc (Hz). 1 Hz =s.

Polozaj tijela pri titranju odredujemo elongacijom X. Elongacija materijalne tocke pri titranju
udaljenost je toc¢ke od ravnoteznog polozaja. Najvecu elongaciju koju tijelo koje titra postigne pri
titranju nazivamo amplitudom (A, Xo, Yo).

Svako titranje uzrokuje odredena sila koja se mijenja po iznosu, a povremeno i po smjeru
(orijentaciji). Zakone harmonijskog titranja najbolje mozemo uociti kod gibanja tijela mase m
ucvrscenog na kraju horizontalne opruge. Kada tijelo izvuc¢emo iz ravnoteznog polozaja i pustimo,
ono titra zbog utjecaja elastic¢ne sile opruge. To je najjednostavnije titranje kod kojeg je sila koja
izvodi titranje (to je sila opruge) u svakom Casu upravno proporcionalna elongaciji i zove se
jednostavno harmonijsko titranje, a sustav koji titra zbog harmonijske sile zove se harmonijski
oscilator.

F = —kx
gdje je k faktor proporcionalnosti koja se Cesto zove konstanta opruge. Sila i elongacija imaju
suprotne orijentacije. Elongaciju uvijek mjerimo od poloZaja ravnoteze, a sila uvijek ima smjer
(orijentaciju) prema ravnoteznom polozaju.

Pokazalo se da harmonijsko titranje mozemo dovesti u vezu s jednolikim gibanjem po kruznici.
Na slici 9.1. prikazali smo materijalnu to¢ku M koja se giba jednoliko po kruznici polumjera r.
Njezina sjena titra na zastoru Z gore-dolje izmedu to¢aka A; i Bi. Amplituda titranja jednaka je
polumjeru kruznice A = r. Sila koja izvodi titranje komponenta je centripetalne sile koja izvodi
kruzno gibanje, a orijentacija je ista kao promatrano titranje. 1z slike 9.1. vidljivo je da vrijedi:

2
izz N F:Fch:47Z'2rmX
Fo T r T°r
4r°m
F= =5
Vidimo da je sila F upravno razmjerna elongaciji X jer su veli¢ine ispred X konstantne za odredeno
47*m

titranje tj. k= 77 To znaci da je titranje sjene materijalne tocke koja se giba jednoliko po

kruZnici harmonijsko. 1z izraza za Kk moZemo izvesti izraz za period harmoni¢nog titranja,

T :27r\/E
k



Period ne ovisi o amplitudi titranja, Sto je karakteristika svakog harmonijskog titranja.

.. : o k
Veli¢ina o = 2_|__” = 24f zove se kruzna frekvencija za koju mozemo pisatii k = @’m, ®=,—
m

ERRRTRRR

Slika 9.1. Analogija titranja i kruznog gibanja

|z slike 9.1. dobivano elongaciju:  sinp=> =  x=rsing
r

gdje je @ kut izmedu pocetnog polozaja polumjera i njegova pripadajuceg trenutacnog polozaja i
zovemo ga faznim kutom ili fazom titranja. Kako je @ =at, a r = A jednadzbu elongacije
mozemo pisati:

X = Asin et

Promatramo li titranje materijalne tocke od nekog drugog pocetnog polozaja koji nije ravnotezni,
jednadzba elongacije opéenito je:

X = Asin(at +¢,)



gdje je x elongacija, A amplituda, (ok + (00) fazni kut ili faza titranja, @, pocetni fazni kut ili faza
titranja u trenutku t = 0.

Derivirajuéi elongaciju po vremenu dobivamo brzinu i akceleraciju. Prva derivacija elongacije po
vremenu je brzina tijela koje titra:

V= d—)t( = Aa)cos(a)t + @, ) =v0cos(cot + @ )

Vo = A® je maksimalna brzina pri titranju.

Druga derivacija elongacije po vremenu je akceleracija:

2

a=-An’sin(ot +¢,)= -0°X

X,v,a

x=Asinot V=V,COSmt

//
/

a=-a.Sinmt

Slika 9.2. Ovisnost elongacije, brzine i akceleracije pri harmonijskom titranju o vremenu

Primjer 9.1. Tijelo mase 0,5 kg u¢vrs¢eno je na kraju horizontalne opruge konstante k = 100 N
m™L. Tijelo izvu¢emo iz ravnoteznog polozaja za 10 cm i pustimo, ono ¢e zbog utjecaja elasti¢ne
sile opruge harmonijski titrati (trenje zanemarimo). Koliki su period, kutna frekvencija,



frekvencija, amplituda, iznos najveéeg ubrzanja, po¢etni fazni kut. NapiSite izraz za elongaciju i
prikazite vremensku ovisnost elongacije.

Rjesenje

m =0,5 kg

k=100 N m*
t=0,x=x=10cm

T, f, o, A ao, P, x="7?

m 2 k
T=27|—=0445s gt 1 Koo 0= [So142460
K T [m 2z\m T m

272'?

t=0,x=A=10cm,  a,=w’A= K A=20ms?

m
X = Asin(at + @,)
10=10sin(14,14-0+ {00)
T
= Zrad
? > ra
X =10cmsin(14,14s™t + %)
x/em?}
0,11 022 03 0,44 t=/S
-10

Slika 9.3. Ovisnost elongacije o0 vremenu



Primjer 9.2. Tri opruge vezane su serijski, a zatim paralelno. Naci rezultantnu konstantu.
RjeSenje

Serijski spoj:

X=X +X, +X;

F_FF.F

k k k, ks

1 1 1 1

k k k, ki
Paralelni spoj:

F=F +F,+F

kx =K X+ K, X +K;X

k=k, +k, +k,
\\\/\\\\\\\,\\\\\\\\\\\\‘1
~ k

Slika 9.4. Serijski i paralelni spoj opruga



9.1. ENERGIJA OSCILATORA

Pri titranju materijalne tocke, stalno se izmjenjuju potencijalna i kineticka energija. U
amplitudnom polozaju, potencijalna energija je maksimalna, a kineticka je jednaka nuli. Gibajuéi
se prema ravnoteznom polozaju, potencijalna se smanjuje, a kineticka raste tako da se u
ravnoteznom polozaju sva pretvorila u kineticku. U bilo kojem polozaju zbroj kineticke i
potencijalne energije jednak je potencijalnoj energiji u amplitudnom polozaju. Dakle, ukupna
energija je konstantna, oscilator je zatvoreni sustav za koji vrijedi zakon ocuvanja energije.
PokaZzimo to.

Djelovanjem sile na materijalnu tocku na elasti¢noj opruzi na nju djeluje i elasti¢na sila zbog cega
materijalna tocka ima potencijalnu energiju koja je jednaka radu te sile pri pomaku za elongaciju
X iz ravnoteznog polozaja

E, =W = [ Fax= [ (k) =%kx2
0 0

E, =%kx2 :%kA2 sin(ot + @)

Kineticka energija harmonijskog oscilatora jednaka je kinetickoj energiji materijalne tocke

£ _ mv?  mA’e’ Cosz(a)t+(p0)_ kA? cos? (at + ¢, ) B kAz(l—Sinz(a)t+(pO))
2 2 B 2 B 2

k(A - A%sin? (ot + ¢,))
- 2

=

E, = ZK(A2 —x?)
2
Ukupna energija zbroj je potencijalne i kineticke energije:
l 2 ain 2 1 2 2
E=E, +E, :EkA sin (a)t+g00)+§kA cos (awt + ¢,)

E= %kAz [sin? (et + y) + cos? (at + )| = %kAZ

Model titranja tijela mase m na opruzi moze se primijeniti kod:

- Titranja zgrada, mostova i bilo kojeg mehanickog sustava
Titranja naboja u elektri¢nom titrajnom krugu
Titranja atoma u krutom tijelu



Varijacija akusti¢nog tlaka u glazbenom instrumentu

Slika 9.5. Ovisnost energije harmonijskog titranja o elongaciji

9.2. MATEMATICKO NJIHALO

Sitno tijelo koje zamisljamo kao materijalnu tocku objeSeno na nerastezljivu nit duljine |
zanemarive mase zove se matematicko njihalo. Kada njihalo miruje u ravnoteznom polozaju,
napetost niti uravnotezena je silom tezom Fg na materijalnu toc¢ku (slika 9.6. a). Kada je njihalo
za neki kut @ izvan polozaja ravnoteze (slika 9.6. b), radijalnu komponentu sile teze uravnotezuje

napetost niti,

FgN = Mg COS ¢, a tangencijalna je komponenta sile teze usmjerena prema ravnoteznom polozaju,

F, =-mg sing i zbog nje ¢e se materijalna to¢ka njihati oko ravnoteznog polozaja, titrat ¢e amo-
tamo. Opcenito titranje matematickog njihala nije harmonijsko. Samo za male kutove za koje je
kut izrazen u radijanima jednak sinusu kuta (@ =sin¢), tj. za kutove manje od 5° (@ <5°),

matematicko njihalo harmonijski Ce titrati, pa ¢e tada za njega vrijediti sve §to smo do sada rekli
za harmonijsko titranje.



a) b)

Slika 9.6. Matematicko njihalo

F =—kx
. X m
F=F, =—mgsm(p=—mg(p=—mg|—=—Tgx
F=-19y

Vidimo da je sila proporcionalna elongaciji pri ¢emu je konstanta proporcionalnosti,

Uvrstavanjem konstante u izraz za period harmonijskog titranja T = 27[1/? dobijemo izraz za

T =22 1:2,zﬂ
mg g
|

Zakljucujemo da period titranja matematickog njihala (za mlade amplitude) ovisi o duljini njihala
1 akceleraciji sile teze (ne ovisi 0 masi). Pomoc¢u ovog izraza moze se vrlo precizno odrediti
akceleracija sile teze g .

period matematic¢kog njihala,



Materijalna tocka tijekom titranja giba se po kruznom luku, pa na nju djeluje centripetalna sila
koja je rezultanta napetosti niti i komponente sile teze u smjeru niti,

F, = Fy —mgcos¢

op
Veli¢ina centripetalne sile mijenja se tijekom titranja. Razmotrite to.

Kada se matematicko njihalo nalazi u nekom akceleriranom sustavu, npr. dizalu ili vozilu koje
ubrzava ili usporava, period titranja mozemo odrediti iz izraza,

T=2x /L
a‘R

gdje je a, rezultantna akceleracija koja za dizalo iznosi @, = J *a;, gdje je &; akceleracija dizala,

a u vozilu koje ubrzava ili usporava rezultantna akceleracija je a, =+/g®+a’ gdje je 4,

akceleracija vozila.

9.3. PRIGUSENO TITRANJE

Proucavaju¢i jednostavna titranja (titranje opruge, matemati¢ko njihalo), pretpostavili smo da
nema gubitaka energije zbog trenja i da je ukupna mehanicka energija o¢uvana. Pri takvom titranju
amplituda je konstantna (slika. 9.7 a). Ako postoje gubici energije, amplituda ¢e se tijekom
vremena smanjivati, a titranje ¢e prestati. To je prigu$eno titranje (slika 9.7.b). Kod prigusenog
titranja energija se tijekom vremena smanjuje.

X(t)‘
a) b)

Slika 9.7. Nepriguseno (a) i priguseno (b) titranje



Neka je sila trenja proporcionalna brzini F, = —k v = —k, 3_)3 gdje je k, konstanta trenja (otpora,

guSenja), a predznak minus pokazuje da su sila trenja i brzina suprotnih orijentacija. Jednadzba
gibanja za priguSeno titranje glasi

d’ k,dx k
— +t—=——+—x=0
dt® mdt m

Neka je ke _ 25 faktor priguSenja i k_ w? Vvlastita frekvencija neprigusenog titranja.
m m

Rjesenje ove homogene diferencijalne jednadzbe je:

3
X = Ae sin(at +¢,) = Ae ™ sin(at + @)

Zaklju¢ujemo da se amplituda titranja eksponencijalno smanjuje tijekom vremena.

Q-faktor. Omjer dviju susjednih amplituda koje se vremenski razlikuju za period T (npr. a1 i az
na slici 9.7.b) uvijek je konstantan i iznosi

As g
A,

Logaritam gornjeg omjera zove se logaritamski dekrement titranja (1)
2=Int_ gt
A,

Postoje slaba i jaka gusenja. Pri slabom gusenju vrijedi

An -1
A,

S =




gdje je n =1, 2, 3, ...broj amplitude. Kod slabog guSenja slijed amplituda ¢ini geometrijski niz
(amplitude su sve manje 1 manje tako da je to niz brojeva koji teze nuli).

Primjer 9.3.
A
A

Kod prigusenog titranja zadan je omjer — = 9 Koliki je omjer % i koliko ¢e iznositi tre¢a po
2 4

redu amplituda A;?

Rjesenje
A_A_A_ A = ¢ = konst
A A A A,
Dakle je, i = E
A4
Pokazite da vrijedi A oMt

Tadaje A, =A0" " paje A,=A0" =081A

Kod jakog gu$enja, dekrement je veéi, pa se amplituda brze smanjuje, a period titranja postaje sve
veci. U praksi veliku ulogu ima tzv. kriticno guSenje jer mnogi instrumenti i uredaji moraju biti
upravo tako izvedeni da zadovoljavaju uvjete kritiénog gusenja, tj. da se za Sto krace vrijeme vrate
u ravnotezni poloZaj.

Prigusenje mozemo opisati i tzv. Q-faktorom (faktorom kvalitete ili ,,dobrote*) titrajnog sustava.
Veza izmedu logaritamskog dekrementa i faktora dobrote je

T T
Q=7" ST, 26
Sto je faktor dobrote veéi, prigusenje je manje (manji je gubitak energije iz titrajnog sustava).

Obicno se Q-faktor definira omjerom srednje ukupne energije titrajnog sustava izmedu dvije
susjedne pozitivne amplitude (npr. a1 i a2 na slici 1.25.) i gubitka energije u tom intervalu:

E
:2 _
Q=27"¢

Prisilno titranje i rezonancija



Titranje moze biti prirodno ili slobodno 1 prisilno. Kod prirodnog titranja sustav se pomakne iz
ravnoteznog polozaja i pusti samostalno titrati. Ako nema gusenja, tj. ako nema gubitka energije
pri Cemu se potencijalna energija pretvara u kineticku i obrnuto, sustav titra svojom prirodnom ili

vlastitom frekvencijom @,.

Kod prisilnog titranja neki drugi uzbudni sustav daje prvom sustavu impulse sile koji se ponavljaju
u stalnim vremenskim razmacima. Prvi sustav vise ne titra vlastitom frekvencijom ve¢ dolazi do
prisilnog titranja nekom drugom frekvencijom.

Prisilno titranje moze se prikazati pomocu sustava koji se sastoji od tijela ovjeSenog na spiralnu
oprugu i ruke koja izvodi prisilno titranje (slika 9.8.)

a0

O O

Slika 9.8. Prisilno titranje

Na tijelo mase m djeluju tri sile: harmonijska sila F =—kx, sila trenja F, = —k, x :_klﬁi

dt

vanjska periodicna sila FV = Fo sinat | pa je jednadZba za takav prisilni harmonijski oscilator:

d?x dx . .
mF‘}‘kX‘Fkla:FOS'na)t ili
d?x dx .
— 2 425—+w*x = A sinat 1
o K k - F
& e K _N 2
gdje je s g = A = (2)

Pretpostavimo da je rjesenje jednadzbe (1) oblika
x = Asin(at — @) (3)

Uvrstimo li (3) u (1) dobivamo



Ay

wl — w*)sin(wt — ) + 26wsin(wt — @ + Z) =Osinwt (4)
° 2" A

Posluzimo se fazorskim prikazom titranja. Na lijevoj strani izraza (4) je zbroj dvaju medusobno

okomitih titranja amplitude w§ ~0° | 20w, a na desnoj strani titranje amplitude % koje je

dobiveno njihovim zbrojem. Prikaz odgovarajucih rotiraju¢ih vektora je na slici 9.9.

20w

!
»

2 2
W, —O

Slika 9.9. Uz izra¢unavanje amplitude prisilnog titranja.

Sa slike 9.9. vidljivo je da vrijedi:

N A _ A
2 2\2 2 2 2 2 2
J(@f - 0?)? +45%0 a)g\/(l—a)z)2+45€? 5)
Wy o
, 25°
ow )
Yp=— F=— (6)
0 1_72
Wy

. .. . o . . N . .
Amplituda A ovisi 0 omjeru — i prigusenju O , a maksimum doseze pri rezonantnoj
0

frekvenciji e, , koja se odredi izracunavanjem maksimuma funkcije A tako da se derivacija

nazivnika (5) izjednaci s nulom, pa se dobije:

o, =@} —25° ()

U grani¢nom slucaju (ako nema trenja) vrijedi @, = @, inace je rezonantna frekvencija malo

manja od vlastite frekvencije i ta je razlika to manja, sto je priguSenje manje. Pojava da oscilator
prima iz okoline najvi$e energije naziva se rezonancija.



Na slici 9.10. prikazana je ovisnost amplitude o omjeru — . U idealnom slu¢aju kada ne bi bilo
20

trenja, amplituda pri rezonanciji @ = @, tezila bi beskonaénosti. Medutim, u prirodi nema titranja

bez gubitaka, pa je rezonantna amplituda uvijek kona¢na. Sto je prigusenje veée, a Q-faktor manji,
rezonantna je amplituda manja, a i rezonantna se frekvencija vise razlikuje od vlastite.

A((U) A

0 W=wo w/wo

Slika 9.10. Ovisnost amplitude pri prisilnom titranju o frekvenciji i prigusenju

Prisilno titranje moze biti Stetno 1 nastoji se izbje¢i (kod strojnih dijelova, gradevina (mostova),
...) ali moze biti i korisno (u mikrovalnoj pe¢nici, antena, ...)

Rezonantne karakteristike danog titrajnog sustava to su bolje izraZene $to je rezonantna krivulja
uza i viSa. Ako se s Aw oznaci §irina rezonantne krivulje na polovici njezine visine (Slika 9.11),
mozemo reci da je rezonancija to ostrija $to je A manji.
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Slika 9.11. Rezonantna krivulja

Kao veli¢ina koja karakterizira kvalitetu rezonancije, uvodi se Q-faktor ili faktor dobrote. On se
za slu€aj rezonancije definira omjerom:

Q =20, gdje je Awsirina rezonantne krivulje na pola njezine visine, a @ vlastita frekvencija
Aw
oscilatora.

Moze se pokazati da tako definirani Q-faktor u cijelosti odgovara Q-faktoru kod prigusenog
titranja. Sto je Q-faktor veéi, rezonantne karakteristike su bolje.

Niske vrijednosti faktora dobrote imaju jako gusSeni oscilatori koji se umire vrlo brzo nakon
prestanka djelovanja pobude (npr. amortizeri auta). Visoke vrijednosti Q-faktora pokazuju slabo
gusenje 1 usku rezonantnu krivulju. To su oscilatori koji se ne pobuduju ni na jednoj frekvenciji
osim na rezonantnoj i nakon pobude dugo titraju. Primjer je Zica gitare koja napravi oko 1000
titraja nakon pobude.

Jedan od udesa dogodio se 1938. godine u SAD-u u mjestu Tacoma kada je zbog umjereno jakog
vjetra po¢eo rezonantno titrati novoizgradeni vise¢i most i srusio se nakon nekoliko sati titranja.

Primjer 9.4.

Bartonovo njihalo (slika 9.12.) sastoji se od niza jednostavnih njihala vrlo malenih masa i razlicitih
duljina, od 1 m do nekoliko centimetara. Vanjsku silu daje njihalo V (pobudni sustav), dugo oko



0,5 m i velike mase (olovna kuglica). Zanjisemo njihalo V. Titranje olovne kuglice prenosi se na
ostala njihala preko Zice na koju su objeSena sva njihala. Kako ¢e titrati ostala njihala? Hoce li
medu njima biti razlike u amplitudi titranja? (Stanje njihanja ne promatramo u prvom trenu, nego
tek nakon nekog vremena, kada se uspostavi pravilno titranje svih njihala.)

AA

Slika 9.12. Bartonovo njihalo

RjeSenje:
Najjace ¢e titrati ono njihalo koje je u rezonanciji s pobudnim sustavom. Budu¢i da za njihalo
vrijedi w, = \/Ig , U rezonanciji ¢e biti ono njihalo koje je jednake (ili gotovo jednake) duljine kao

1 pobudno njihalo. Najmanja amplituda bit ¢e, u ovom slucaju, najkra¢eg njihala.

PITANJA | ZADACI

1. Navedite nekoliko primjera harmonijskog titranja.

O ¢emu ovisi period utega koji titra na opruzi? Ovisi li o amplitudi titranja?

3. Ukratko definirajte periodi¢no gibanje, harmonijsko titranje, priguseno titranje, prisilno
titranje, rezonanciju.

4. Kolika je konstanta opruge dobivene serijskim spajanjem dviju opruga konstanti ky i ko?

5. Hoce li se period utega povecati ili smanjiti ako, umjesto na jednoj, uteg titra objesen na
dvije jednake, paralelno spojene opruge?

6. Uteg objesen na opruzi titra frekvencijom f. Kolika ¢e biti frekvencija sustava ako oprugu
prerezemo na dva jednaka dijela i uteg objesimo na jednu polovinu opruge?

7. Je li gibanje klipa u automobilskom motoru harmonijsko titranje?

8. Kako masa opruge utjeCe na period (frekvenciju) harmonijskog titranja?

N



10.
11.
12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

a)
b)

Kako se mjerenjem moze odrediti izraz za period titranja utega objeSenog na oprugu?

Sto je matemati¢ko njihalo? O &emu ovisi period njihala?

Kako se promijeni period matematickog njihala u liftu koji se dize akceleracijom a?
Izvedite izraz za kineti¢ku, potencijalnu i ukupnu energiju harmonijskog titranja i dokazite
da za jednostavno titranje vrijedi zakon o¢uvanja mehanicke energije.

Sto je faktor prigusenja, logaritamski dekrement i faktor kvalitete (Q-faktor) titrajnog
sustava?

Sto je prisilno titranje? Kako nastaje rezonancija?
Neka Cestica titra po zakonu x = 53in(%t + %) . Ukojem ¢e trenutku Cestica posti¢i najvecu
elongaciju?
Period titranja Cestice je 2 s. Kada ¢e njezina elongacija biti jednaka polovici amplitude
ako je pocetni fazni kut -30°?

o o L omsT 2n . .
JednadZzba titranja Cestice je X= 1OCmS|n(Et + ?) . Odredite period titranja,

maksimalnu brzinu i maksimalnu akceleraciju pri titranju ove Cestice?

Kada se na oprugu objesi uteg mase 2 kg, tada sustav titra s periodom T1. Za koliko manji
uteg moramo objesiti da bi se period titranja smanjio Cetiri puta?

U staklenoj U cijevi promjera 2 cm nalazi se 1 kg zive. Malim povecanjem tlaka, za
trenutak, u jednom kraku cijevi Ziva je zapocela titrati. Odredite period titranja zive.
Cestica mase 10 g titra frekvencijom 50 Hz. Odredite maksimalnu energiju titranja ako je
amplituda titranja 2 cm.

Ako uteg mase 5 kg objesimo na oprugu, ona se produzi za 49 cm.

Kolika je konstanta opruge?

Uteg izvu¢emo iz ravnoteznog poloZaja i pustimo da titra. Koliki su period, frekvencija
kruzna frekvencija sustava, amplituda, iznos najveceg ubrzanja?

Gdje se nalazi uteg i kolika mu je brzina i akceleracija 0,35 s nakon pocetka titranja?
Kolikom silom opruga djeluje na uteg u tom trenutku? Nacrtajte ovisnost elongacije, brzine
i akceleracije utegaza 0<t<2T.



10. VALOVI

Do sada smo prouc¢avali ponaSanje Cestica, a sada slijedi prou¢avanje valnih svojstava. U klasi¢noj
fizici pojam vala 1 pojam Cestice dva su suprotstavljena fizikalna pojma. Pri Sirenju vala, Cestice
sredstva ostaju na svojim mjestima i titraju oko ravnoteznog polozaja, a Siri se samo stanje titranja
odnosno prenosi se energija izvora vala. Val je zapravo titranje koje se $iri prostorom i time prenosi
energiju, a ¢estica je nakupina tvari koja moze prenositi energiju.

10.1.VRSTE VALOVA

Val je poremecaj sredstva koji se odredenom brzinom S§iri kroz prostor prenoseci energiju i
informacije. Nikakva se tvar pritom ne prenosi kao u sluc¢aju gibanja Cestica. Valovi se dijele na
mehanic¢ke (morski valovi, valovi zvuka, seizmicki valovi, ...), elektromagnetske (radio i TV
valovi, mikrovalovi, infracrveno zracenje, vidljiva svjetlost, ultraljubicasto zracenje, x-zracenje,
gama zracenje, kozmicko zracenje) i valove materije (to su valovi povezani s elementarnim
Cesticama kao $to su elektron ili foton ili s osnovnim Cesticama od kojih je izgraden tvarni svijet).
Mehanicki valovi Sire se kroz elasti¢na sredstva, a elektromagnetski se mogu Siriti 1 u vakuumu.

10.2 MEHANICKI VALOVI

Valovi mogu biti transverzalni i longitudinalni. Mehanicki valovi Sire se kroz elasti¢no sredstvo
npr. uze ili Zica ili gumena cijev. Ako jedan kraj horizontalno napetog uZeta zatitramo rukom,
kroz uze ¢e se §iriti val (slika 10.1.). Cestice sredstva titrat ¢e okomito na smjer Sirenja vala. Valove
pri kojima Cestice sredstva titraju okomito na smjer Sirenja valova zovemo transverzalni valovi.

Ako jedan kraj napetog uzeta pomaknemo gore-dolje, kroz uze ée se $iriti transverzalni poremecaj
koji zovemo puls. Ako pocetak uzeta nastavimo titrati, kroz uze ¢e se Siriti kontinuirani
transverzalni val.

Ako nekoliko zavoja na pocetku opruge stisnemo, a zatim pustimo, zgus¢enje zavoja brzo ce se
Siriti prema drugom kraju opruge ili ako jedan kraj opruge spojimo s vibratorom koji harmonijski
titra, titranje ¢e se po opruzi $iriti kao zguSnjavanje i razrjedivanje zavoja opruge (slika 8.2.). To
su longitudinalni valovi. Longitudinalni valovi su oni valovi u kojima Cestice titraju u smjeru
Sirenja vala.
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Slika 10.1. Transverzalni val na uzetu (a) Slika 10.2. Longitudinalni val na opruzi (b)

Valovi mogu biti progresivni i stojni. Progresivni val §iri Se i prenosi energiju s Cestice na ¢esticu.
Kod stojnog vala neke ¢estice miruju, a neke stalno titraju. Stojnim se valom energija ne prenosi.

Valovi nastaju u izvoru vala, a titranje se Siri odredenom brzinom kroz sredstvo. Pritom kroz

sredstvo ne putuju Cestice, ve¢ samo poremecaj, pa moramo razlikovati brzinu titranja ¢estica oko
ravnoteznog polozaja od brzine Sirenja vala.

7 8
t=0 e

v

Slika 10.2. Shematski prikaz nastajanja i Sirenja valnog gibanja kroz uze

Dok ¢estica u izvoru vala napravi jedan potpuni titraj, val prevali odredeni put koji zovemo valna
duljina A . To je udaljenost najblizih tocaka koje titraju istom fazom.

Valovi se kroz sredstvo Sire odredenom brzinom. To je kvocijent puta koji prijede odredena faza
vala (npr. brijeg) 1 za to potrebnog vremena. Ta se brzina ¢esto zove 1 fazna brzina jer se njome

Siri odredena faza vala. Buduci da za vrijeme jednog titraja T val prijede jednu valnu duljinu A ,
slijedi da je



v=2 il

v=af (10.1.)

(10.1.) je osnovna relacija za svako valno gibanje. Ona daje vezu izmedu valne duljine, frekvencije
i brzine vala. Zaklju¢ujemo da je brzina Sirenja vala jednaka produktu valne duljine i frekvencije.

Brzina Sirenja vala ovisi o osobinama sredstva kroz koje val prolazi (elasti¢nosti i gusto¢i). Kada
val prelazi iz jednog sredstva u drugo, brzina i valna duljina mijenjaju se, a frekvencija ostaje
nepromijenjena.

Razlika u fazi izmedu titranja Cestice udaljene od izvora vala za AX i titranja Cestice u izvoru vala
je
Ag = oAt = kx = ZTﬂAX

Veli¢ina k = 27” naziva se valni broj. (Valni broj i konstanta opruge imaju istu oznaku k, medutim

to su dvije razlicite veli¢ine.)

Geometrijsko mjesto tocaka do kojih dopire titranje u odredenom trenutku zove se valna fronta.
Sve su tocke valne fronte u fazi.

Pravce po kojima se titraji Sire od Cestice do Cestice zovemo valna zraka. Zrake su okomite na
valne fronte.

Najces¢i su valovi u prirodi prostorni valovi i to kuglasti ¢ije su valne fronte koncentri¢ne kugline
plohe, a zrake radijalni pravci (slika 10.3.) Valovi koji nastaju iz beskonac¢no dalekog izvora ravni
su valovi ¢ije su fronte ravnine, a zrake paralelni pravci (slika 10.4).

Slika 10.3. Kuglasti val
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Slika 10.4. Ravni val

10.3. JEDNADZBA HARMONIJSKOG VALA

Neka izvor vala proizvodi harmonijsko titranje. Kako ve¢ znamo, jednadzba harmonijskog
titranja je

y = Asin(at + ¢,)
Pomak iz ravnoteznog polozaja oznacili smo simbolom Y, jer simbol x oznacava os duz koje se
val 8iri. Neka je u samom izvoru valax =0, tj. ¢, = 0, pa je jednadzba poremecaja u toj tocki
y = Asin at

Kako je Sirenje vala u smjeru osi X, to ¢e na nekoj udaljenosti osi X do koje se val ve¢ prosirio

titraji kasniti u fazi za titranjem izvora za vrijeme t, = X gdje je v brzina Sirenja vala
v

(slika 10.5.)

o
——
R /

Slika 10.5. Uz jednadzbu vala



Elongacija ¢estice koja se nakazi na nekoj udaljenosti X u bilo koje vrijeme t, zbog vremenske
razlike tx njezinog titranja prema titranju izvora je

y=Asino(t-t,)
y = Asin o(t —é) (8.2)

To je jednadzba vala kojom opisujemo titranje Cestice sredstva na udaljenosti X od izvora.

Kako je v = % =2f 1 k= 27 £~ jednadzbu vala mozemo pisati u razli¢itim oblicima
y = Asm(—t - 2—ﬂz)
T Vv

. 2 27
= Asin(—t - —xX
y (T n )

y = Asin(at — kx)
. t X
= Asin27(——=
y sin 7r(_|_ ;L)

. X
y = Asin 2z (ft——)
A
Ako se val $iri u pozitivnom smjeru osi X, U izrazima za val u zagradi stoji minus, a ako se val

§iri u negativnom smjeru osi X, U izrazima u zagradi stoji predznak plus.

Jednadzba vala opisuje stanje harmonijskog titranja na bilo kojem mjestu X do kojeg je val vec
dosao u trenutku t. Iz jednadzbe vala vidljivo je da elongacija y bilo koje Cestice ovisi o polozaju
x i vremenu t (slika 10. 6)

A A

. a) y b)

A\

N TN N

Slika 10.6. a) Ovisnost elongacije y o polozaju X uz t = konst. ; b) Ovisnost elongacije y o
vremenu uz x=0



10.4. ODBIJANJE (REFLEKSIJA) VALOVA

Pri odbijanju vala na ¢vrstom kraju, val se odbija sa suprotnom fazom, tj. dol se odbija kao brijeg,
a brijeg kao dol. Val dobije skok (pomak) u fazi za 77 (slika 10.7. a). Zadnja Cestica djeluje
elasticnom silom prema gore na ucvrSéeni kraj, a ucvrséeni kraj djeluje na Cesticu silom prema
dolje.

akcija akcija

—N / cvrsti &vrsti

kraj kraj

reakcija reakcija

Slika 10.7. a) Refleksija na ¢vrstom i slobodnom kraju

J”\_i PN T

Slika 10.7. b) Refleksija na slobodnom kraju

Ako je jednadzba upadnog vala koji napreduje u pozitivnom smjeru osi X prema ¢vrstom kraju
y = Asin(at —kx) , tada je jednadzba odbijenog vala y = Asin(at +kx + 7).

Pri odbijanju vala od slobodnog kraja (slika 10.7.b), val se odbija s istom fazom, tj. brijeg se odbija
kao brijeg, a dol kao dol. Ako je upadni val y = Asin(at —kx) , val se odbija bez promjene faze te

Jje jednadZzba odbijenog vala y = Asin(at +kx) .

Sli¢na razmatranja vrijede i za longitudinalne valove. Primjerice, pri Sirenju longitudinalnog vala
u cijevi kada se on odbija od zatvorenog kraja cijevi, val dobiva skok u fazi za 77 , a u slu¢aju kada
je cijev otvorena val se odbija s istom fazom.

10.5. NACELO SUPERPOZICIJE

Nacelo superpozicije vrijedi za sve vrste valova, mehanicke i elektromagnetske.

Ako dva ili viSe valova stignu istovremeno do neke tocke sredstva, rezultantno titranje u toj tocki
vektorski je zbroj pojedinih titranja. To je nacelo superpozicije:

Y=vy.+Yy,



Nacelo vrijedi kada je veza izmedu pomaka (elongacije) 1 povratne sile linearna F = —ky, a ne
vrijedi kada je ta veza nelinearna npr. F =—ky —by’.

Silu koja djeluje u toj tocki prostora dobijemo kao zbroj sila:

F=F +F,

ky = ky, +ky,

Elongacija Cestice koja titra pod utjecajem takvih sila je

Y=Y1+Y;

Pri zbrajanju dvaju ili viSe valova nastaje interferencija. Promatrajmo dva jednaka vala (jednake
amplitude, frekvencije i brzine) koji se Sire u smjeru osi + X:

y, = Asin(at — kx)

y, = Asin(at — kX + @)

Primjenjuju¢i formulu za transformaciju  sin e« +sin g = 2sin & J2r B cos ; £ dobije se
rezultantni val

y = Alsin(at — kx) + sin(at — kx + )] = 2Asin(at — kx + %) cos%

y= 2Acos§sin(wt —kx+ %)

Amplituda rezultantnog vala je 2Acos§, a frekvencija i brzina ostale su nepromijenjene.

Promotrimo dva grani¢na slucaja s obzirom na vrijednost pomaka u fazi.

AKo je ¢ =0, cos% =1, amplituda je 2A (maksimalna), tada su valovi y, i y, u fazi i nastaje

konstruktivna interferencija (slika 10.8. a).



a) b)

C=A+B A+B=0

Slika 10.8. a) Konstruktivna interferencija, b) destruktivna interferencija

Ako je o=, cos% =0, amplituda je nula, nastaje destruktivna interferencija (slika 10. 8. b).
Mozemo zakljuéiti da rezultat superpozicije dvaju valova ovisi o njihovoj razlici u fazi koju
oznacujemo @ ili, jo§ bolje, Ag, odnosno o razlici u hodu, koju oznacujemo X, ili jo$ bolje AX.

a) Ako jerazlika u fazi Ap =2nz, gdje n=0,1,2,3,... ili razlika u hodu cijeli broj valnih
AX=nA, n=1,2,3,...dvaju jednakih valova, nastupa pojacavanje. Amplituda ukupnog
vala je maksimalna i iznosi 2A. To je konstruktivna interferencija.

Interferencija valova koji su u fazi je konstruktivna.
b) Ako je razlika u fazi A =(2n+1)~, n = 0,1,2,3,...ili ako je razlika u hodu jednaka
neparnom broju polovina valne duljine Ax = (2n +1)% , gdje jen=0,1,2,3,...dva jednaka

vala, nastupa poniStavanje. Amplituda ukupnog vala je nula. To je destruktivna
interferencija.

Interferencija valova koji su u protufazi je destruktivna.

10.6. STOJINI VALOVI

Stojni val nastaje interferencijom dvaju jednakih valova (jednake amplitude, jednake frekvencije,
jednake valne duljine) koji se Sire u suprotnom smjeru. Takva situacija moZze Se dobiti na zici koja
je na jednom kraju uc¢vrscena (Slika 10.9.) tako da interferiraju upadni i reflektirani val.



Neka je upadni progresivni val proizveden na Zici

y, = Asin(at —kx)
Val se reflektira na ¢vrstom kraju, pa dobiva skok u fazi za 77, pa je

y, = Asin(at + kx+ )

Slika 10.9. Uz izvod formule za stojni val

Primjenom nacela superpozicije dobivamo rezultantnu elongaciju tj. jednadzbu stojnog vala
y =Y, +Y, = Asin(at —kx) + Asin(at + kx+ )

y = 2Asin kxcoswt = 2Asin 27”xc03a)t

Iz jednadzbe stojnog vala vidljivo je da postoje mjesta na zici koja stalno miruju. To su ¢vorovi

stojnog vala. Oni nastaju gdje je amplituda 2 Asin 27”x =0, 1. gdje je

sin27”xn =0, Sinus funkcije je nula kada je kut nulaili N7 , pa je %”xn -nrx

ni
X, =—
2
Mjesta na zici koja najjace titraju zovu se trbusi stojnog vala. Trbuhe ¢emo dobiti za maksimalnu
amplitudu, tj. na mjestima gdje sinusna funkcija ima ekstremne vrijednosti +1. To je ostvareno za

n=1,2,3,...

.27
sin 7x =1 odnosno za 27” X = %37” ... Uvjet za pojavljivanje trbuha je

X, =(2n+1)= n=0,1,2,3,...

B>



Dakle, neka mjesta na Zici stalno miruju (évorovi), a neka stalno maksimalno titraju (trbusi). Zica
titra tako da joj je oblik stalan. Udaljenost izmedu dva susjedna ¢vora ili dva susjedna trbuha je
A

2
10.7. USPOREDBA PROGRESIVNOG I STOIJNOG VALA

Napisimo jednadzbe progresivnog i stojnog vala, pa ih usporedimo
Progresivni val y = Asin(at —kx)
Stojni val y = 2Asin kxcos et

Provedite za vjezbu usporedbu progresivnog i stojnog vala.

10.8. TRANSVERZALNI STOJNI VAL NA NAPETOJ ZICI

Zatitramo li napetu zicu duljine | u¢vr§éenu na oba kraja (slika 10.10.), na njoj se mogu formirati

stojni valovi samo odredene, diskretne, valne duljine: | = % = 27)“, | = % e
Opéenito | = n%, n=1,2,3,... —a =2
n

Na ovaj nacin pojavila se kvantizacija u klasi¢noj fizici. KaZzemo da su valne duljine kvantizirane.
Frekvencije kojima titra napeta Zica tj. vlastite frekvencije odredene su brzinom Sirenja vala

v=A4f

fo VvV Y
A Zi 2l
n
Za n = 1 nastaje osnovni (fundamentalni) stojni val ili prvi harmonik, najvece valne duljine
/lmax =2l a najnize frekvencije f;, = % = % . Ako izvor titra i s vi§im frekvencijama koje
max

su visekratnici osnovne frekvencije, nastaju visi harmonici. Ako osnovnu, najnizu frekvenciju
ozna¢imo f,, onda Ce frekvencije viSih harmonika biti 2f,,3f,,4f,,...koje nazivamo drugi, treci,

cetvrti ... harmonik. Opcenito je

f =nf, n=1,2,3,4,.. f,=— fo=n—



Slika 10.10. Stojni val na zici u¢vrs¢enoj na oba kraja

10.9. BRZINA SIRENJA TRANSVERZALNIH VALOVA U NAPETOJ ZICI

Mehanicki transverzalni val moze se $iriti samo kroz ¢vrsta tijela, dok se longitudinalni val moze
Siriti kroz sva agregatna stanja.

Slika 10.11. Uz izvod brzine Sirenja transverzalnog vala

Zica je zategnuta silom F. Na lijevom kraju dajmo Zici mali popre¢ni poremeéaj prema gore
brzinom u te se zica za vrijeme t pomakne za y = ut. Poremecaj Ce se §iriti zicom brzinom V i

nakon vremena t do¢i do tocke A, prevalivsi put X =V,



Primijenimo zakon o jednakosti impulsa i koli¢ine gibanja, | = Ap.

1z slike 8.10. vidljivo je da je Sina = ?y i tgar = Y . Zamale kutove vrijedi da je sin o ~ tger, pa
X

Ry ut u : . o u :
e —===— odnosno F, = F—. Impuls sile F, za vrijeme t bit ée | = F=t. Promjena
J v Y y

Fox ut v v
koli¢ine gibanja zice za to vrijeme jednaka je produktu mase lijevog dijela Zice do tocke A 1 brine
u kojom se Cestice tog dijela zice popre¢no gibaju, tj. vrijedi: Ap=p, —p, = p, Jeje p, =0, te

je Ap=p, =mu = tu.

Kako je I = Ap, to je:

F <t = svtu odnosno
\

F
v=_|—
U
m. ;. L ..
p= je linearna gustoca Zice.

Zakljucujemo da brzina Sirenja transverzalnog vala na napetoj Zici ovisi samo o napetosti Zice 1
linearnoj gustoci.

10.10. BRZINA SIRENJA LONGITUDINALNIH VALOVA

Kako smo ve¢ rekli, longitudinalni val moze Se §iriti kroz sva agregatna stanja.

Brzna Sirenja longitudinalnog vala kroz ¢vrsta tijela

| !
P

Slika 10.12. Brzina $irenja longitudinalnog vala u Stapu



Promatrajmo S$irenje longitudinalnog poremecaja na Stapu duljine | i presjeka S, izradenog od
elasticnog materijala gusto¢e o . Udarimo li ¢eki¢em lijevi kraj Stapa, nastat ¢e longitudinalna

deformacija Al koja se u vremenu At §iri brzinom u . Za isto vrijeme At prenosi se puls Stapom do
njegova kraja, na udaljenost | brzinom v. Primjenom Hookeova zakona dobivamo

Fogs? _gsY
| v

gdje je F tla¢na sila koja je izazvala deformaciju, a E je Youngov modul elasti¢nosti Stapa.

Primjenom zakona o jednakosti impulsa sile i koli¢ine gibanja izraCunajmo brzinu Sirenja pulsa
(vala):

I =Ap

Stap je u poéetku mirovao, a zbog udarca se pomaknuo brzinom y = i_: , pa je promjena koli¢ine
gibanja Ap = mu = pSlu = pSvuat . Kako je | = FAtslijedi:

FAt =mu

ESY At = pSvuAt
\"

E
v=_|—
Yol

Sirenje longitudinalnih valova kroz fluide

Dio fizike koji proucava zvuk zove se akustika. Zvuk je pojava koju zamje¢ujemo uhom. To je
longitudinalni mehanicki val koji se mozZe $iriti u ¢vrstim tijelima, teku¢inama 1 plinovima. Zvuk
se ne moze §iriti vakuumom. Dakle, za Sirenje zvuka potrebno je sredstvo. Normalno ljudsko uho
moze registrirati zvukove frekvencije od 20 Hz do 20 kHz. Zvu¢ne valove niZe frekvencije od 20
Hz zovemo infrazvuk, a zvuk frekvencije iznad 20 kHz zove se ultrazvuk. Infrazvuk i ultrazvuk
covjek ne Cuje.

Infrazvucni valovi nastaju npr. pri potresu, a ultrazvuk se moZe dobiti elasticnim titrajima u
kristalima. Zvu¢ne valove moZemo proizvesti raznim glazbenim instrumentima, zvu¢nicima,
govorom itd. Primjerice zvuk klavira ili violine nastaje titranjem Zzice ¢iji se poremecaji Sire kroz
zicu u obliku zgu$njenja i razrjedenja. Otvorimo li naglo vrata ucionice, zavjese na prozorima
pomaknu se prema van jer se tlak zraka u sobi naglo povecao, odnosno Cestice zraka zgusnule su
se. Pri zatvaranju vrata, tlak zraka u u¢ionici Se smanji, odnosno Cestice zraka se razrijede i zavjesa
se pomakne u sobu. Glazbena viljuska titra slicno titranju vrata, samo su amplitude titranja dosta
manje, a frekvencije titranja znatno vece.



Udarimo li membranu bubnja, membrana bubnja titra i uz svoju povrSinu primorava na titranje i
Cestice zraka, §to dovodi do promjene tlaka duz sredstva. Prestanemo li udarati membranu, ubrzo
prestaje 1 titranje Cestica zraka. MoZe se pokazati da su promjena tlaka Api brzina titranja Cestica

U povezane izrazom:
Ap = pvu

gdje je Appromjena akustickog tlaka, o gustoca medija, v brzina prostiranja zvuka, u brzina

titranja Cestica koje sudjeluju u Sirenju zvuka.
Najveéa promjena akustickog tlaka AP, (amplituda) je:

Apm:p/um:ma)A

Brzina zvuka ovisi o svojstvima sredstva kojim se Siri, a racuna se po formulama za brzinu
longitudinalnog vala koje smo ranije izveli:

U ¢vrstim tijelima V= E
P
inOvi KRT
U plinovima v= | V=
P M

U zraku V= 3321/1+% v=332mst+0,62msteCc?t-t
. /B
U teku¢inama V= |—
o

C
gdje je x = - adijabatska konstanta, a ¢, specifi¢ni toplinski kapacitet fluida pri stalnom tlaku, ¢y
C

\

specifiéni toplinski kapacitet fluida pri stalnom volumenu, x~ =1,67 za jednoatomne plinove,
x =1,4 za dvoatomne plinove (npr. zrak), x =1,33za viseatomne, R = 8,314 J mol™* K plinska
konstanta, T apsolutna temperatura, M molarna masa plina, B volumni modul elasti¢nosti.

Primjer 10.1.

IzraCunati brzinu zvuka u zraku pri normiranim uvjetima.
t=0°C

p=1,013-10°Pa



£ =1,293-103kgm?
~x = 1,402
M = 28.84:10"% kg mol*!

v="?

. KRT
Moramo se koristiti formulom: Vv = W

=332ms*

_[1,402-8,314-273
28,84-10°°

v=332mst+0,62msteC?t ¢
Brzina zvuka u vodi je 1500 m s, a u éeliku 5000 m s §to je Getiri puta vise nego u zraku.

Zvuk pokazuje valne pojave refleksije (jeka) i refrakcije na granici dvaju sredstava razlicite
gustoce pri cemu dolazi do promjene brzine i valne duljine (frekvencija ostaje nepromijenjena).

10.11. ZVUK KAO VARIJACIJA TLAKA OKO NEKE SREDNJE VRIJEDNOSTI

Umjesto da se val zvuka opisuje gibanjem Cestica naprijed-nazad u nekom sredstvu, zvuk se moze
opisati promjenom tlaka oko neke srednje vrijednosti (npr. atmosferskog tlaka po).

Ravni val zvuka koji se §iri u pozitivnom smjeru osi X brzinom v opisan je jednadzbom:
y(x,1) = Asin(at —kx)

Ova jednadzba opisuje promjenu elongacije Cestica plina u vremenu u odredenoj tocki prostora.
Promjene tlaka koje nastaju Sirenjem zvucnog vala kroz plin, odnosno oscilacije tlaka oko
ravnoteznog tlaka po opisujemo jednadzbom:

P =p,+NwACOS(at —kx)

Ako se elongacija ¢estice y mijenja po zakonu sinusa, tlak se mijenja po zakonu kosinusa i obratno
tj. kada je elongacija maksimalna, tlak je nula i obrnuto. Maksimalna promjena (amplituda) tlaka
je:

Ap,, = A

Promjena tlaka jednodimenzionalnoga ravnog zvucnog vala dana je jednadzbom:



Ap = Ap,, cos(at —kx)

Primjer 10.2.

Napisati jednadzbu za promjenu tlaka zvucnog vala frekvencije 440 Hz (ton A u glazbenoj
ljestvici) pri temperaturi 20 °C ako je amplituda promjene tlaka 5-10° Pa.

RjeSenje
f=440 Hz
t=20°C

Apm =5-10°Pa
Ap=7?

Ap = Ap,, cos(at —kx)
Ap = Ap,, cos(2xft — ZTH X)

i="
f

v=332mst+0,62msteC-¢
v=344mst

A=0,78m

27
Ap =5-10° : T |
p Pacos(2z - 440 st 0,78m X)

10.12. JAKOST (INTENZITET) ZVUKA

Opcenito je jakost snaga po povrsini:

it

Jedinica za jakost je W m™.

Jakost zvu¢nog vala je energija koju zvucni val prenese u jedinici vremena kroz jedini¢énu povrSinu
okomito na smjer Sirenja zvuka:



,_P_E
S t-S
Dok se val $iri kroz sredstvo, on prenosi energiju u smjeru svog Sirenja. Energija zvu¢nih valova

vrlo je mala. Primjerice, energija koju stvara 10° ljudi u razgovoru odgovara energiji uobi¢ajene
baterijske svjetiljke.

Intenzitet je povezan s amplitudom titranja Cestica A koje sudjeluju u Sirenju zvuka te je za
harmonijski ravni val:

| =%pa)2A2V =%p(27zf)2A2V

Intenzitet ravnog vala ne ovisi o udaljenosti.
Intenzitet zvu¢nog vala mozemo pisati i u obliku:
2
| _1(4p,)
2

Primjerice, za zvu¢ni val frekvencije f = 1000 Hz na pragu Cujnosti, amplituda pomaka Cestica
zraka iznosi oko 10"** m, a amplituda promjena tlaka oko 2-10° Pa. Pri najjaéem zvu¢nom valu na
granici boli, pomak &estica je oko 10 m, a amplituda tlaka oko 30 Pa.

Odredimo jakost zvuka koji nastaje iz tockastog izvora.

Slika 10.13. Ovisnost jakosti zvuka o udaljenosti

Pretpostavimo da izvor emitira stalnu snagu P u okolinu. Na udaljenosti r1 od izvora, emitirana

energija rasporedi se po sferi povrsine S1 = 4r127z , pa je jakost:

P P

| =
'S, Artx

Na nekoj vecoj udaljenosti I, jakost ¢e biti:



Omijer jakosti je:

2
Il _ rZ
|2 rl
Vidimo da se jakosti odnose obrnuto kao kvadrati udaljenosti.

U prirodi susreéemo razli¢ite zvukove, od onih na pragu ¢ujnosti &ija je jakost |, = 107%w m?,
do onih koji uzrokuju bol, ali jo$ ne osteéuje uho, jakosti oko | = 10 W m2. Omjer ovih intenziteta
je:

| _ 10"
=

0

Tako veliki raspon jakosti prakti¢nije je iskazati logaritmom omjera jakosti nego samim omjerima
jakosti, a uz to, osjet jakosti zvuka raste priblizno logaritamski (slika 10.14.). Zato se uvodi pojam
razina jakosti zvuka (L), a za jakost | iznosi:

L=10IogL
I0

gdje je L razina jakosti zvuka izrazena u decibelima (dB), | jakost zvuka ¢iju razinu ratunamo, lo
jakost zvuka na pragu ¢ujnosti (lo = 102 W m™).

Mijerna jedinica za razinu jakosti zvuka je decibel (dB).
Glasnoc¢a zvuka je osjet jakosti zvuka u nasem uhu. Jedinica za razinu glasnoc¢e zvuka je fon.

Zvukovi iste jakosti, a razli¢ite frekvencije ¢ine se uhu razlicito glasnim. Za odredivanje razine

glasnoce, potrebno je nepoznate glasnoc¢e usporediti s referentnim zvukom, a to je zvuk frekvencije
1000 Hz.

Razinu jakosti zvuka mozemo rac¢unati 1 pomocu amplitude promjene tlaka:

Ap,,

mO0

L =20log

gdje AP,o=2-10" Pa, minimalna amplituda promjene tlaka koju bubnji¢ moze detektirati.



Slika 10.14. Osjet zvuka raste priblizno logaritamski za linearni porast jakosti zvuka

Primjer 10.3.
Odredite raznu jakosti zvuka na pragu Cujnosti i zvuka koji uzrokuje bol, ali jo§ ne oStecuje uho.
RjeSenje

I, = 10 W m?2

=10 W m™

L, :10|og|l: 0dB

0

Lzlologllzlmog 10 130 g8

. 107*

Zvuk na pragu ¢ujnosti ima razinu 0 dB, a zvuk koji pocinje uzrokovati bol ima razinu oko 130
dB.

Primjer 10.4.

Razina jakosti zvuka na udaljenosti 200 m od nadzvucnog zrakoplova je 130 dB. Kolika je razina
jakosti na udaljenosti 2 km od zrakoplova?

RjesSenje
ri=200m
L; =130dB
rz=2km

l, =10 W m?

Ly=7?



lelolog:—l

0

130:10Iog|—1
I0
|
log10™ =log -+
I0
13 Il
10% =L
IO
l1=10-10®
r 2
1,=10 W m? l, = 1(71} 2= 0,1 W m2°d
2
|
Lo = 10Iog|—2 L,=110dB

0

Primjer 10.5.

IzraCunajte razinu jakosti zvuka, amplitudu titranja, amplitudu promjene tlaka zraka, maksimalnu
brzinu titranja Cestica zraka i amplitudu akceleracije Cestica zraka pri normiranim uvjetima za zvuk
jakosti 1 W m i za frekvenciju 1 kHz.

RjesSenje
I, = 1072w m2
I=1Wm?
f=1000 Hz

t=0°C, po=101325Pa, p,=1,293kgm=3v=331ms?

L, A, Apm, a0="?

-2
L =1OI0gIL=10Ioglle_2: 120 dB

o 0*Wm



1=l oway = A:\/ 2l _ 2 —10910°m
2 yelomY p(2A4 v

2
| :%(Apm) = Ap,, = [21pv = 29,3 Pa

V, = 0A=27fA= 685102 ms?

a, =0’ A= (24 ) A= 430 ms?

Primjer 10.6.
Dva tona razlikuju se u razini za 30 dB. Koliki je omjer njihovih jakosti?
Rjesenje

N

0

AL=L,-L, =10Iog:—2—1OIog:—1:10Iog—:10Iog||—2

0 0 I 1

-

0

AL = 10Iog||—2

1

30=10 Iog:—2

I0g|—2:3 = I—2:103
Il Il

Primjer 10.7.

Sirena daje zvuk razine jakosti 30 dB. Koliku razinu zvuka daje pet takvih sirena?
Rjesenje

L; =30dB

l2=5h

Lg =7



ALzlologll—Z:lOIogS:7dB

1

L; =L, +AL=30dB +7dB=37dB

10.13. DOPPLEROV UCINAK

Pojava promjene frekvencije izvora zvuka pri relativnom gibanju izvora zvuka i detektora naziva
se Dopplerov u¢inak (efekt). Dopplerov ucinak javlja se i kod drugih valova. Mi ¢emo promotriti
tri posebna slucaja i to kada je brzina izvora manja od brzine zvuka:

a) lzvor miruje, a detektor se giba

«—>

Slika 10.14. 1zvor zvuka miruje, a detektor se giba brzinom vqg

Neka izvor koji miruje emitira zvuk frekvencije f, tada ¢e detektor koji se giba brzinom vy u odnosu
na mirni izvor primati frekvenciju fq. Relativna brzina zvuka koji emitira izvor bit ¢e v/ = v +
vq gdje je znak + za priblizavanje, znak — za udaljavanje. Frekvencija fq koju detektor prima je:

¢ :v_':vivd _ vty :fvivd
22 v v
f
vVtv
fo=1f—1
\'%

gdje je v brzina zvuka koja ovisi o temperaturi.



b) lzvor zvuka se giba, a detektor miruje

Slika 10. 15. Detektor miruje, a izvor zvuka se giba

(W)

Kada se izvor zvuka giba, tada valne kugline plohe zvuka nisu vise koncentri¢ne, pa je frekvencija
koju prima detektor razlic¢ita od one frekvencije f koju izvor emitira. Valna duljina u smjeru
gibanja izvora skrati se ako se izvor priblizava detektoru ili produlji ako se izvor udaljava, za
pomak izvora u jednom periodu:

A=2FvT =2zl

o
VooV _V,
= F
£t f

Vv
fo=f
EVEY

gdje je znak — za priblizavanje, a znak + za udaljavanje izvora od detektora.

c) lzvor zvuka i detektor se gibaju

= (®
o—>

Slika 10.16. Izvor zvuka i detektor se gibaju

Frekvenciju koju prima detektor ra¢unamo po izrazu:



VEv,
VFV,

fy="1
U ovom su izrazu sadrzana oba prethodna sluc¢aja pri ¢emu smo pretpostavili da se izvor 1 detektor
gibaju po pravcu koji ih spaja.

Razlika izmedu frekvencije zvuka iz izvora f i frekvencije koju prima detektor fq zove se
Dopplerov pomak za frekvencije, a razlika valnih duljina zove se Dopplerov pomak za valne
duljine.

Primjer 10.8.

Frekvencija zvizduka lokomotive je 1000 Hz. Koju frekvenciju ¢uje ¢ovjek koji stoji pokraj pruge
od kojeg se vlak udaljava brzinom 126 km h*? Temperatura zraka je 20 °C.

Rjesenje

f=1000 Hz

vi=126 kmh'=35ms?

t=20°C

fa=7?

Izracunajmo brzinu zvuka pri 20 °C:
v=332mst+0,62msteC?t ¢
v=332mst+0,62mst°Ct-20°C
v=3444ms?

Koristimo izraz za sluc¢aj kada se izvor zvuka giba, a detektor miruje:

Kako se vlak udaljava vrijedi:

fo=f——
T vy,

fqd = 905,25 Hz



10.14. UDARI ZVUKA

Udari zvuka nastaju interferencijom dvaju harmonijskih zvu¢nih valova jednakih amplituda, a
razlicitih (ali bliskih) frekvencija, Sto znaci i razliCitih valnih duljina:

y,= Asin(at —k;x) y, = Asin(w,t — Kk, X)

Opcenito, rezultat interferencije ovisi o vremenu t i mjestu u prostoru x. Ograni¢imo se na situaciju
kada je detektor u¢vrsc¢en na jednom mjestu. Tada ¢lanovi argumenta sinusne funkcije kix i kox ne
ovise 0 vremenu, pa ne utjecu na vremensku ovisnost interferentne slike. Problem se svodi na
interferenciju dvaju harmonijskih oscilatora na istom mjestu:

y, = Asin ot y, = Asin w,t
Rezultat interferencije je tada:

y=Y,+Y, =Asinot+ Asinw,t

y = A(sin ot +sin w,t) = Z{Sin(%t} cos(—w1 ;wz tﬂ

27t(f, — 1,) i 27t(f, + f,)
2

= 2Acos
y 2

Promatrajmo ovaj rezultat za slucaj kada su frekvencije f1 i f2 vrlo bliske, tj f ~ f,, tada je

fi+f, f arazlika frekvencija fl - f2 = fu definira se kao frekvencija udara.

Rezultirajucu jednadzbu napisSimo u obliku:

y= (2A00827zf—2“t) sin 2zft

Faktor sin 24ftpredstavlja normalno titranje, a izraz u zagradi (2Acosz7r%t)je amplituda tog

titranja koja nije stalna, vec¢ se periodicki mijenja tijekom vremena od 0 do 2A. Kazemo da se radi
0 moduliranom titranju. Frekvencija udara je frekvencija pojavljivanja maksimalne amplitude.
Frekvencija udara jednaka je razlici frekvencija harmonijskih oscilatora (izvora zvuka, glazbenih
viljuski):

f,=[f, - 1|

Frekvencija rezultiraju¢eg vala jednaka je srednjoj vrijednosti frekvencija pojedinih valova:




Zaklju¢imo, kod interferencije dvaju zvu¢nih valova bliskih frekvencija nastaje rezultirajuci val
(udari) ¢ija je frekvencija jednaka srednjoj vrijednosti frekvencija pojedinih valova, a amplituda
mu se periodicki mijenja frekvencijom jednakom razlici frekvencija valova koji interferiraju.

.

-

Slika 10.17. Glazbena viljuska

A

~<
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Slika 10.18. Nastajanje udara



10.15. GLAZBENI TONOVI

Zvukove kojima se sluzimo u glazbi, a nastaju pravilnim titranjem izvora nazivamo tonovima.
Tonovi su zvukovi koji se uhu ¢ine pravilnima, Cistima i ugodnima. Medusobno se razlikuju
visinom (ovisi o frekvenciji izvora), jakosti (ovisi o intenzitetu izvora), bojom (ovisi o uc¢escu visih
harmonika) i trajanjem (ovisi o duljini vremenskog intervala titranja izvora). Ako su ti valovi
harmonijski, kazemo da je to Cisti ton.

Kao ishodiste za gradenje glazbene ljestvice, moZe se uzeti ton bilo koje frekvencije. U glazbi se
polazi od tona A u osnovnoj oktavi ¢ija se frekvencija odreduje dogovorom. Na medunarodnoj
konferenciji odrzanoj u Londonu 1939. godine prihvacen je dogovor da se za ton A propise
frekvencija 440 Hz. Apsolutne frekvencije svih drugih tonova dobiju se iz te vrijednosti i relativnih
visina u odnosu na taj osnovni ton.

Niz tonova razvrstanih u oktave ¢ini glazbenu ljestvicu. Niz tonova koji se rabe u skladbama je
dur-ljestvica koju u intervalu jedne oktave ¢ini osam tonova ¢ije frekvencije stoje u omjerima:

fiifo:fa:fa:f5:fe:f7:fg=24:27:30:32:36:40:45:48

Oktavu ¢ine tonovi ¢ije se frekvencije odnose kao f1 : fg=24:28=1:2

Kvintu fi: f5=24:36=2:3
Kvartu f1:f4=24:32=3:4
Tercu fi:f3=24:30=4:5
Sekstu f1:f6=24:40=3:5

Osnovni niz od osam oktava zove se osnovna oktava.

Tonovi se oznacuju posebnim nazivima, pa tonovi €iji je omjer jedna ili viSe oktava dobivaju isti
naziv. Tonovi dur-ljestvice obiljezavaju se slovima: c, d, e, f, g, a, h, ¢. Ti se tonovi takoder
obiljezavaju slogovima: do, re, mi, fa, so, la, ti, do.

Boja tona

Cisti glazbeni tonovi imaju oblik harmonijskog vala odredene valne duljine odnosno frekvencije.
Medutim, zvucni valovi koji pripadaju odredenom tonu Cesto nisu pravilni (graf elongacije nije
sinusoida, ve¢ moze poprimiti razne sloZene oblike). Slika 10.19. prikazuje ton A, frekvencije 440
Hz dobivenog na violini 1 glasoviru. Vidimo da su oblici grafova zvuénih valova istog tona
dobiveni na raznim glazbalima razli¢iti, iako im je frekvencija jednaka. Tonovi jednake
frekvencije, a razli¢itog oblika grafa razlikuju se po boji (znaci da je svaki ton odreden svojom
frekvencijom i bojom).
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Slika 10.19. Grafovi tona A frekvencije 440 Hz violine (a) i glasovira (b)

Fourierov razvoj

Francuski matematic¢ar Fourier dokazao je teorem da se svaki val frekvencije f moze prikazati kao
rezultat interferencije harmonijskih valova frekvencija f, 2f, 3f, 4f, 5f, ..., svaki s nekom
odredenom amplitudom. Takav prikaz vala pomocu superpozicije harmonijskih valova zove se
Fourierov razvoj. f je osnovna frekvencija, a frekvencije 2f, 3f, 4f, 5f, ..., su vi§i harmonici. Sto
je neki val sloZenijeg oblika, u njegovu Fourierovu razvoju ve¢i je udio visih harmonika. Prikaz
nekog valnog oblika sinusnih valova pomocu Fourierova razvoja je:

y(t) =a, + Z(an coszTﬂnt +b, sin Zszntj

n=1

PITANJA | ZADACI

Kako nastaje val? Navedite veli¢ine kojima opisujemo val.

Kako iz jednadzbe vala moZzemo odrediti u kojem se smjeru Siri val?

Objasnite refleksiju valova. Kada val pri odbijanju mijenja fazu?

Kako nastaje stojni val?

Objasnite titranje napete zice i vlastite frekvencije za pojedine slucajeve.

Sto je zvuk?

O cemu ovisi brzina longitudinalnih valova? lzvedite izraz za ovisnost brzine zvuka o
temperaturi.

Opisite i rastumacite Kundtovom cijevi. Kako nastaju stojni valovi?

9. Kako se odnose brzine zvuka u vodiku i CO2 uz istu temperaturu?

No ook owhE

©



10. Za koliko se promijeni brzina zvuka u zraku ako se temperatura povisi za 10 °C?

11. Sto je intenzitet vala?

12. Koja je jedinica za intenzitet zvuka, a koja za glasno¢u zvuka?

13. Kako se racuna relativna razina intenziteta zvuka?

14. Koliki je intenzitet zvuka ¢ija je razina 120 dB?

15. Navedite primjene ultrazvuka.

16. Objasnite Dopplerov ucinak?

17. Koliku frekvenciju ¢uje ¢ovjek na peronu ako se vlak od njega udaljava brzinom 72 km h
19 Koliku bi frekvenciju ¢uo da se mu vlak priblizava istom brzinom. Frekvencija sirene je
1200 Hz?

18. Metalna zica na instrumentu duga je 60 cm 1 napeta silom 150 N. Promjer zice je 0,5 mm,
a gustoéa 7800 kg m™? Nadite osnovnu i prvu visu frekvenciju Zice.

11. SVJETLOST

11.1. STO JE SVJETLOST?

Optika je znanost o pojavama svjetlosti. Svjetlost je elektromagnetsko zracenje koje djeluje na
mreznicu naSeg oka, a obuhvaca valne duljine izmedu 400 nm i 700 nm. Svakoj valnoj duljini
unutar tog intervala odgovara osjet odredene boje koje odgovaraju bojama svjetlosti u dugi:
crvena, narancasta, Zuta, zelena, plava i ljubicasta. Svjetlost neke odredene frekvencije jednobojna
je ili monokromatska svjetlost. Kada se svjetlost svih boja pomijesa, nastaje bijela svjetlost.

Interferencijom, ogibom i polarizacijom pokazano je da je svjetlost valne prirode i da je svjetlost
transverzalni val. No, §to su valovi svjetlosti, Sto titra dok se val svjetlosti Siri, bilo je rijeSeno
otkricem elektromagnetskih valova (J. C. Maxwell 1863. 1 H. Hetz 1888.). Maxwell je postavio
hipotezu o postojanju elektromagnetskih valova i o elektromagnetskoj prirodi svjetlosti, a Heinrich
Hertz uspio je tu hipotezu i eksperimentalno dokazati. U nizu briljantnih pokusa od 1887. do 1888.
godine, Hertz je pokazao da se elektromagnetski valovi §ire brzinom svjetlosti i da Se na granici
dvaju sredstava reflektiraju i lome po istim zakonima koji vrijede za svjetlost.

11.2. SPEKTAR ELEKTROMAGNETSKIH VALOVA

Proucavanjem sveukupnog elektromagnetskog spektra bavi se optika u Sirem smislu.
Elektromagnetski valovi, osim valnih obiljeZja, imaju i Cesticna svojstva koja nisu svojstvena
valovima. Zato se za elektromagnetske valove obi¢no upotrebljava naziv elektromagnetsko
zracenje koji obuhvaca i valna i €esticna svojstva. Elektromagnetsko zra¢enje poredano po valnim



duljinama ili frekvencijama ¢ini elektromagnetski spektar (slika 11. 1.). Svi se elektromagnetski
valovi u vakuumu ire jednakom brzinom ¢ = Af (¢ = 3-108m s?) iz ¢ega se zakljuéuje da valovi

manje valne duljine imaju vecu frekvenciju i obrnuto.
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Slika 11.1. Elektromagnetski spektar

Elektromagnetska zracenja od najvecih valnih duljina prema manjim valnim duljinama jesu,
redom: radiovalovi (DV- dugi valovi, SV — srednji valovi, KV — kratki valovi, UKV — ultrakratki,
MV — mikrovalovi), infracrveno zracenje (IC), vidljiva svjetlost, ultraljubi¢asto zracenje (ULJ),
rendgensko zrac¢enje (X — zraCenje) i gama-zracenje.

Svi se elektromagnetski valovi Sire vakuumom brzinom svjetlosti ¢ = 3-108 m s

Akcelerirani naboji izvor su elektromagnetskih valova. Ako elektriéni naboj titra, on emitira
kontinuirani elektromagnetski val, a ako ima samo kratkotrajnu akceleraciju, tada emitira pulsni
elektromagnetski val.

Frekvencija ovisi o akceleraciji naboja. Sto je akceleracija naboja veca, to je veca frekvencija
elektromagnetskih valova.



11.3. PUTUJUCI ELEKTROMAGNETSKI VAL

Svjetlost i elektromagnetsko zracenje vece frekvencije od frekvencije vidljive svjetlosti zraci atom
ili jezgra atoma. To je podruc¢je mikrosvijeta u kojem vrijede zakoni kvantne fizike. Valovi manje
frekvencije, a vece valne duljine od vidljive svjetlosti nastaju u LC titrajnom krugu (slika 11.2.)

transformator

lzvor XL 3P
energije ii
al) Prijenosna
linija
_ Elektricna
RC oscilator dipolna antena

Slika 11.2. Nastanak elektromagnetskog vala

Detektor koji se nalazi u dalekoj tocki registrirat ¢e ravni putujuci elektromagnetski val koga €ine
elektricna 1 elektromagnetska komponenta:

E:EﬁMw@—i}
\"

B:Bﬁmw@—fj
\"

gdje su E i B trenutacne vrijednosti elektriénog i magnetskog polja, Eo i Bo njihove maksimalne
vrijednosti (amplitude), a v brzina elektromagnetskog vala.

Moze se pokazati da je brzina Sirenja valne fronte u smjeru Sirenja vala u sredstvu s odredenom

permitivno$¢u ¢ i permeabilnoséu u

V=——

Jeu



Brzina Sirenja elektromagnetskog vala u vakuumu (8 =EH= ﬂo)

1 1
C= =
Jéotts  /8854-1072C2N*m? 47107 C*Ns?

c=2,998-10 ms?

To je upravo brzina svjetlosti u vakuumu, $to ukazuje na to da je svjetlost elektromagnetski val.

11.4. PRIKAZ ELEKTROMAGNETSKOG VALA

Elektri¢no i magnetsko polje titraju u medusobno okomitim smjerovima, a val se Siri okomito na
oba smjera (slika 10.3.). Elektricno polje titra uvijek u ravnini odredenoj antenom, stoga je
elektromagnetski val kojeg emitira antena polariziran, dakle, elektromagnetski val je transverzalni
val.

Strelice razli¢ite duljine (na slici 9.3.) u razli¢itim tockama duz osi X prikazuju koliki je iznos polja
na tom mjestu, a ne prikazuju gibanje nekih Cestica kao kod sli¢énog prikaza mehani¢kog vala na
zici. Sinusoida je ovojnica koja prikazuje iznose polja na razli¢itim mjestima osi X U jednom
trenutku.
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Slika 11.3. Harmonijski ravni elektromagnetski val

11.5. GEOMETRIJSKA OPTIKA

Geometrijska optika dio je optike u kojoj se svjetlosne pojave opisuju pomocu svjetlosnih zraka
koje prikazujemo pravcima.



Postoje Cetiri zakona geometrijske optike koji su bili poznati jo$ starim Grcima do kojih su dosli
na osnovu iskustva (empirije). To su:

1. Zakon o pravocrtnom S$irenju svjetlosti

2. Zakon o neovisnosti snopova zraka svjetlosti
3. Zakon odbijanja (refleksije) svjetlosti

4. Zakon loma (refrakcije) svjetlosti

11.5.1. Zakon o pravocrtnom Sirenju svjetlosti

U optic¢ki homogenom i prozirnom sredstvu, svjetlost se §iri pravocrtno. Zamisljamo da se svjetlost
Siri u zrakama koje su pravci. Taj je zakon primjenjiv kada su ogib i1 difrakcija svjetlosti
zanemarivi. Pravocrtnim Sirenjem svjetlosti moZze se objasniti kako nastaje sjena predmeta
obasjanog tockastim izvorom ili kako nastaje slika u tamnoj komori (camera obscura), preteci
fotoaparata. Sjena predmeta na zastoru je geometrijska projekcija predmeta.
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Slika 11.4. Geometrijska sjena Slika 11.5. Tamna komora

11.5.2. Zakon o neovisnosti snopova zraka svjetlosti

Kada jedan snop zraka svjetlosti prolazi kroz drugi, jedan na drugoga ne utjecu. Primjerice, kada
tri snopa zraka svjetlosti prolaze jedan kroz drugi, na mjestu gdje se prekrivaju dolazi do mijeSanja
boja 1 nastaje bijela mrlja, ali se nakon prolaska svaki zasebno dalje Siri bez utjecaja drugih
snopova. Ako su snopovi koherentni dolazi do interferencije svjetlosti, $to znaci da tada ovaj zakon
ne vrijedi.



11.5.3. Zakon odbijanja (refleksije) svjetlosti
Svjetlost se odbija od glatke ravne povrsine tijela na koje upada (slika 11. 6.)
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Slika 11.6. Odbijanje svjetlosti Slika 11.7. Usmjerena a) i difuzna b) refleksija

Zraka svjetlosti odbija se tako da je kut upadanja a jednak kutu odbijanja 3, pri cemu upadna i
odbijena zraka leZe u istoj ravnini okomitoj na ravninu odbijanja. Kut upadanja je kut kojeg upadna
zraka zatvara s okomicom na povrsinu refleksije, a kut odbijanja Cine odbijena zraka i ista
okomica.

Ovisno o povrsini od koje se svjetlost reflektira, razlikujemo usmjerenu i raspr$nu (difuznu)
refleksiju. Usmjerena refleksija dogada se na glatkim povrSinama (zrcalima), a difuzna na
hrapavim povr$inama (zidovima, listovima papira). Nakon usmjerene refleksije, paralelni snop
zraka svjetlosti ostaje paralelan i nakon refleksije (slika 11.7. a), a nakon difuzne refleksije
paralelni snop zraka svjetlosti rasprsuje se u svim smjerovima (slika 11. 7. b)

Ravno zrcalo

Ravno zrcalo je svaka ravna 1 dobro uglacana povrSina koja moze reflektirati svjetlost prema
zakonu odbijanja.

[l’

Slika 11.8. Refleksija svjetlosti i nastajanje slike na ravnom zrcalu



Iz toc¢kastog izvora | zrake svjetlosti izlaze u svim smjerovima. Za konstrukciju slike dovoljne su
tri zrake. Sliku tocCkastog izvora | vidimo u toc¢ki I” koja se nalazi u sjeciStu produzetka
reflektiranih zraka. Ravno zrcalo od to¢kastog izvora uvijek stvara to¢kastu sliku.

Slika dobivena pomocu ravnog zrcala je iza zrcala i ona je uvijek virtualna (ne moze se uhvatiti na
zastoru), uspravna, po veli¢ini jednaka predmetu, jednako udaljena od zrcala kao i predmet x =
x|, a desna i lijeva strana su zamijenjene.

Prema dogovoru, udaljenost predmeta od zrcala x je pozitivna, a udaljenost od zrcala do virtualnih
slika x” je negativna.

Sferna zrcala

Sferno zrcalo je dio kugline plohe (sfere) koja jednom stranom odbija svjetlosne zrake. Ako zrake
odbija udubljenom (unutarnjom) stranom, naziva se udubljeno ili konkavno zrcalo, a ako ih odbija
vanjskom stranom, naziva se izboc¢eno ili konveksno zrcalo.

Slika 11.9. Sferna zrcala

SrediSnja toc¢ka na zrcalu je tjeme zrcala T. Pravac na kojem leZi tjeme 1 srediste zakrivljenosti S
zove se opticka os (slika 11.10.)

Slika 11.10. Odredivanje zari$ta udubljenog i izbocenog zrcala



Ograni¢imo se, u SVOjim razmatranjima, na zrake koje idu blizu optic¢koj osi i s njom zatvaraju
male kutove. To su paraaksijalne zrake. Pokusima je utvrdeno da se sve paraaksijalne zrake koje
na konkavno zrcalo upadaju paralelno s optickom osi, nakon odbijanja sijeku u jednoj tocki koja
se nalazi na opti¢koj osi. Tu to¢ku nazivamo zariste ili fokus F konkavnog sfernog zrcala.
Udaljenost od zarista do tjemena naziva se zari$na ili fokusna daljina f.

Analogna razmatranja mozemo provesti za izboceno zrcalo (slika 11.10. b). Uocit ¢emo da se zrake
nakon odbijanja rasprSuju i da se njihovi produzeci u suprotnom smjeru od smjera odbijanja sijeku
u jednoj tocki na optickoj osi zrcala. Ta tocka je ZariSte ili fokus. Kada se zrake realno ne sijeku
zari$te je virtualno.

Slika 11. 11. Odredivanje polozaja Zarista

Paraaksijalna zraka, koja upada u toc¢ki A na udubljeno sferno zrcalo, odbija se u tocki A. Tocku A
mozemo Smatrati malenim dijelom ravnog zrcala. Okomica na to ravno zrcalo je polumjer
zakrivljenosti zrcala R, pri ¢emu su kut upadanja i refleksije jednaki (slika 11.11.). Tada je i kut
izmedu polumjera R i opticke osi jednak kutu a, pa je trokut AFS jednakokracan jer je |AF| = |FS|.
Kako se radi o paraaksijalnim zrakama, tada je i |JAF| ~ |[TF| odnosno |TF| ~ |FS|. Dakle, ZariSte se
nalazi na polovici izmedu T i S, Zari$na daljina jednaka je polovici polumjera zakrivljenosti zrcala:

f==
2

Za konstrukciju slike rabimo tri karakteristi¢ne zrake. Za udubljeno zrcalo (slika 11.12. a) vrijedi:

1. Zraka koja ide paralelno s optickom osi odbija se od zrcala tako da ide kroz zariSte
2. Zraka koja ide kroz zariste odbija se od zrcala tako da ide paralelno s optickom osi
3. Zraka koja ide kroz srediste odbija se sama u sebe

Za izboceno zrcalo (slika 11.12. b) vrijedi:

1. Zraka koja ide paralelno s optickom osi, odbija se kao da izlazi iz ZariSta
2. Zraka koja upada u smjeru zarista, odbija se od zrcala tako da ide paralelno s opti¢kom osi
3. Zraka koja upada u smjeru sredista zakrivljenosti zrcala, odbija se sama u sebe



a)

Slika 11.12. karakteristi¢ne zrake: a) udubljeno sferno zrcalo, b) izboceno sferno zrcalo

Konstrukcija slike
Udubljeno sferno zrcalo

Za konstrukciju slike rabimo tri karakteristicne zrake. Neka se na opti¢koj osi nalazi predmet u
obliku strelice okrenut prema gore i neka mu je visinay. 1z vrha predmeta zrake izlaze u svim
smjerovima, a za konstrukciju slike dovoljne su tri karakteristi¢ne zrake, odnosno dvije zrake.
Neka se predmet nalazi na udaljenosti x od tjemena udubljenog zrcala koja je veca od 2R, tj. x >
R. Konstrukcija je na slici 11.13.

A

A
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Slika 11.13. Konstrukcija slike predmeta udaljenog za x > R kod udubljenog zrcala



Udaljenost predmeta od tjemena udubljenog zrcala oznacili smo X, x' je udaljenost slike od tjemena
udubljenog sfernog zrcala, f je zari$na daljina, y je veli¢ina predmeta, y' je veli¢ina slike predmeta,
R je polumjer zakrivljenosti udubljenog sfernog zrcala, m je linearno povecanje zrcala.

Udaljenost predmeta od tjemena x, udaljenost slike od tjemena x' i zari$na daljina f povezane su
jednadzbom koja se zove jednadzba sfernog zrcala.

Iz slike 11.13. izvedimo jednadzbu sfernog zrcala. U ishodiste koordinatnog sustava stavimo tjeme
sfernog zrcala tako da mozemo pojedine veli¢ine oznacavati pozitivnima i negativnima, rabeci
predznake koordinatnih osi po kvadrantima. Za paraaksijalne zrake vrijedi da su likovi CTF i TDF
trokuti. Trokuti CTF FA'B' su sli¢ni, pa vrijedi:

-y _x-f
y f
Takoder su sli¢ni i trokuti TDF i AFB, pa vrijedi:
y__t
y x—f

1z ovih dviju jednadzbi dobivamo jednadzbu sfernog zrcala:

x—f
f Xx—f
XX—fx— fX+f?% = f2

—+— =— jednadZba sfernog zrcala
x x f

Omjer velicine slike y' i veli¢ine predmeta y naziva se linearno povecanje zrcala i oznacava se s
m:

m=2
y
Za sferno zrcalo povecanje je:
_ 1 X| 1 Xl 1 XI
-y X y_x o y_ X
y X y X y X

Slika predmeta dobivena pomoc¢u udubljenog sfernog zrcala za nas slucaj kada je x > R je:

realna (x' > 0), zrake se realno sijeku i sliku mozemo dobiti na zastoru;



umanjena (0 <m<1);

obrnuta (y'<0)

Slika nastaje izmedu zari$ta i srediSta zakrivljenosti zrcala (f < x' <R)

Promotrimo kakve su slike predmeta ako predmet pomi¢emo prema tjemenu zrcala. Neka je:

1. x=R

Slika je:

/1 < - realna (x'>0)

- obrnuta (y'<0, m<0)

- jednaka po veli¢ini predmetu (y' =
y,m=1)

________ S . Y=oR

v

Slika 11. 14. x=R

2. f>x<R

Slika je:

- Realna x'>0

- Obrnuta y'<0,m<0

- Uvecana [y'|>1, m> 1
- X>R

Slika 11.15. f>x<R



Slika je beskonac¢nosti, X'—>oc

Slika 11.16. x=f

4. 0<x<f

Slika je

- Virtualna, x'<0
- Uspravna, y'>0,|m|>1
- Uvectana y'>I,m>0

Slika11.17. O0<x<f



Primjer 11.1.

Konkavno sferno zrcalo polumjera zakrivljenosti 40 cm daje realnu i obrnutu sliku koja je dva
puta manja od predmeta. Odredite polozaj predmeta i slike.

RjeSenje
R=40cm
m=_1
2
X=7?
X'=?
1 XI
m:l:—— _lz_i X =2X'
y X 2 X
1 1
S=Z4s 1.1 1 X = 60 cm x' =30 cm
f x x 20 X 2X

Izboceno (konveksno) zrcalo

Konstrukcija slike

Slika je uvijek:

y y - Virtualna, x'<0
........................................................................... _ Umanjena ’ y. < 1’ |m| < 1
- Uspravna y'>0,m>0

Slika 11. 18. Konstrukcija slike kod izbo¢enog zrcala



Vidimo da su kod udubljenog zrcala uspravne slike virtualne, a obrnute realne, a kod izbo¢enog
zrcala slika je uvijek uspravna te je uvijek i virtualna.

Jednadzba udubljenog sfernog zrcala vrijedi u istom obliku i za izbo¢eno (konveksno) zrcalo s tim
da u tu jednadzbu uvrStavamo s negativnim predznakom udaljenost virtualne slike od tjemena
zrcala 1 zariSnu daljinu konveksnog zrcala.

Izraz za linearno povecanje takoder vrijedi u istom obliku kao i za udubljeno. U njega s negativnim
predznakom uvr§tavamo veli¢inu obrnute slike u odnosu na predmet.

Napomena: za m > 0 slika je uspravna, za m < 0 slika je obrnuta, za |m| > 1 slika je uvecana, za
|[m| < 1 slika je umanjena, za X' < 0 slika je virtualna.

Primjer 11.2.

Konveksno zrcalo ima polumjer zakrivljenosti 60 cm. Na udaljenosti 10 cm ispred zrcala nalazi
se predmet visok 2 cm. Odredite polozaj i veli¢inu slike racunski i konstrukcijom.

RjeSenje

R=60cm

X =10 cm

y=2cm

X',y =?

1

Bl 111 X'=-7,5cm
X X 30 10 x
1 X| '

m=Yd-_% Y__=Z75 y'=1,5cm
y X 2 10

Za graficko rjeSenje vidjeti sliku 11.18.

11.5.4. Zakon loma (refrakcije)

Kada zraka svjetlosti prelazi iz jednog sredstva u drugo, na granici dvaju sredstava jedan se dio
zrake lomi, a jedan reflektira. Upadna zraka, okomica, lomljena i odbijena zraka leze u istoj ravnini
koja je okomita na ravninu sredstva (slika 11.19.)



Slika 11. 19. Lom svjetlosti
Za upadni kut o i kut loma B vrijedi Snellov zakon:

n

n, _sina
nl

=—— i n, sin @ = n, sin
Slnﬂ 1 2 IB

gdje je nz1 relativni indeks loma drugog sredstva u odnosu na prvo sredstvo, n; indeks loma prvog

sredstva u kojem se upadna zraka §iri, n2 indeks loma drugog sredstva u kojem se Siri lomljena

zraka.

n21 -

Indeks loma (ili apsolutni indeks loma) nekog sredstva je omjer brzine svjetlosti u vakuumu c i
brzine svjetlosti u tom sredstvu v, pa je:

n1=— n2:—
Vl v2

Indeks loma za vakuum n = 1, a indeks loma za zrak neznatno je veéi od 1 (pri normiranom tlaku
i temperaturi 20 °C iznosi n = 1,00028). Staklo i druga opticki prozirna sredstva imaju indeks

loma vec¢i od 1 (zavodu je n= % ).

Konacno, za relativni indeks loma drugog sredstva u odnos na prvo sredstvo mozZemo pisati:

_sina _n, v, A4

Tsing n v, A,
Primjer 11.3.

Zraka svjetlosti upada iz vakuuma na ravnu staklenu plo¢u indeksa loma n = 1,5. Koliko iznosi
kut upadanja, ako lomljena zraka s odbijenom zrakom zatvara kut 130,5°?

RjeSenje

n=15



0=130,5°

oa="
a=y

£ =180° - (a + )
sina
n= I
sin
sina =nsin g
sina = nsin[180° —~ (a + 5)]: nsin(a + o) sin(180° - a) = sina; sin(a+p) =
sinacosP+cosasinf

sina = n(sin a2 cosS +cosasin &) /: cosa

sina r](sin €S | cosasin §j

cosa cosa cosa

tga = n(tgacoso + sino)

nsino
1-ncoso

a =30°

Disperzija svjetlosti

Pokusima je pokazano da indeks loma nekog sredstva ovisi 0 valnoj duljini tj. o boji svjetlosti
(osim u vakuumu). To uzrokuje da pri prijelazu svjetlosti iz jednog sredstva u drugo, na njihovoj
granici dolazi do rasapa svjetlosti po valnim duljinama. Ta se pojava zove disperzija svjetlosti.



Bijela se svjetlost sastoji od svih valnih duljina (boja) vidljivog spektra s istim iznosom. Na granici
dvaju optickih sredstava, razli¢ite boje lome se pod razli¢itim kutovima tj. dolazi do disperzije
(slika 11. 20.)

o

Bijela
svjetlost

Slika 11. 20. Disperzija svjetlosti

c sina
n=— n=——
v sin S
c c sina Sia
nC:_ nlj:_ nC: - |j: -
vV, vV, sin S, sin f3;

Kako je vc > vij , zakljucujemo:
nc<nj paje sin B, >sin B, tj. B, > By

Za isti kut upadanja a, kut loma za crvenu svjetlost veci je nego kut loma za ljubicastu svjetlost.
Pokusi s disperzijom svjetlosti obi¢no se izvode pomocu staklene prizme (slika 9.20. b). Kut
devijacije veci je za ljubiCastu nego za crvenu svjetlost (crvena se svjetlost otklanja najmanje, a
ljubicasta najvise).

Kao primjer disperzije moze se uzeti i nastanak duge (slika 11.21.)

mr.sc. Josip Pai¢, UDZBENIK - FIZIKA (227



Sunceva
svjetlost

%

Slika 11.21. Nastanak duge

Upadna Sunceva svjetlost rasprSuje se na vodenim kapljicama u atmosferi. Upadna zraka najprije
se lomi pri ulasku u kapljicu, zatim nastaje totalna refleksija na straznjoj strani kapljice, pa se na
izlazu iz kapljice opet lomi uz rasprSenje upadne svjetlosne zrake prema valnim duljinama. Takva
disperzija bijele svjetlosti na vodenim kapljicama uzrok je nastajanja duge, a opazac je vidi kada
je okrenut ledima Suncu, a ispred njega su kisne kapljice u zraku negdje u daljini.

Opticke lece
Leca je opti¢ko sredstvo omedeno s dva sferna dioptra ili jednim sfernim i jednim ravnim. Pravac
koji prolazi srediStem zakrivljenosti sfernih dioptara zove se opticka os.

Slika 11. 22. Konvergentne (a) i divergentne lece (b)



Ogranicit ¢emo se na tanke lece tj. one za koje je udaljenost izmedu tjemena sfernih dioptara mala.
Lece se dijele na dvije vrste: konvergentne (sabirace) i divergentne (rastresace).

Konvergentne lece su one koje su na sredini deblje nego na rubovima, a divergentne su one koje
su na sredini tanje nego na rubovima (slika 11.22).

Promatrat ¢emo slucajeve kada zrake na lece padaju u blizini opticke osi, tj. paraaksijalne zrake.

Ako na konvergentnu le¢u upada paralelan snop zraka svjetlosti, nakon prolaska kroz le¢u one se
fokusiraju u jednu toc¢ku koja se zove zariste ili fokus (F). Udaljenost ZariSta od le¢e zove se ZariSna
daljina (f). Konvergentna le¢a ima dva zarista i to zariSte predmeta (F) i zariste slike (F'). Oba su
zariSta jednakovrijedna, a koje ¢emo kako zvati ovisi o smjeru upadne svjetlosti, pa ih mozemo
oznacavati samo s (F).

Ako na divergentnu le¢u upada paralelan snop zraka svjetlosti one ¢e se nakon prolaska kroz lecu
rasprsiti tako kao da izlaze iz jedne tocke koja lezi na optickoj osi ispred lece. Ta je toc¢ka virtualno
zariste (F).

Nastajanje slike pomoc¢u konvergentne lece
Za konstrukciju slike dovoljne su tri karakteristi¢ne zrake koje izlaze iz vrha predmeta (slika 9.23.)

1. Zraka koja upada paralelno s opti¢kom osi, lomi se u le¢i 1 nakon prolaska kroz le¢u prolazi
kroz zariste slike (F")

2. Zraka koja izlazi iz zarista premeta (F), lomi se i nakon prolaska kroz le¢u ide paralelno s
optickom osi

3. Zraka koja prolazi kroz sredinu lece, prolazi kroz lecu bez loma.

1 a)

Slika 11. 23. Nastajanje slike a) konvergentna lec¢a, b) divergentna le¢a



Nastajanje slike pomo¢u divergentne lece
Za konstrukciju slike rabimo tri karakteristi¢ne zrake koje izlaze iz vrha predmeta:

1. Zrakakojaupada na le¢u paralelno s optickom osi, lomi se kroz le¢u tako da nakon prolaska
ide u smjeru kao da izlazi iz virtualnog zarista slike F' (rasprSuje se)

2. Zraka koja prolazi kroz le¢u u smjeru zariSta predmeta F, nakon loma u le¢i ide paralelno
s optickom osi

3. Zraka koja prolazi kroz sredinu le¢e, ne lomi se kroz le¢u.

JednadZba lece
Za konvergentnu 1 divergentnu le¢u upotrebljavamo iste izraze, s tim da moramo voditi racuna o
predznacima.

JednadZba lece
1

1 1
—t—=—
x x f

gdje je x udaljenost predmeta od lece, X' je udaljenost slike od lece, f je zari$na daljina.

Linearno povec¢anje m omjer je izmedu veli¢ine slike y' i veliine predmeta y.

Jakost leée iskazujemo u dioptrijama (dpt), [1dioptrija = m™]. Jakost konvergentnih leé¢a pozitivna,
divergentnih negativna.

Jakost lece 1 Zari$na daljina ovise o indeksu loma le¢e n2 i indeksu loma sredstva u kojem se leca
nalazi n1 te o polumjerima zakrivljenosti dioptara R1 i R2 prema izrazu:

. n-n(1 1
nl Rl RZ
Za konvergentne 1 divergentne lece vrijede isti izrazi s time da moramo voditi rauna o
predznacima. S predznakom minus u poznate izraze uvrStavamo:

1. Zarisnu daljinu f divergentne lece



Udaljenost predmeta x od lece ako je predmet virtualan
Udaljenost slike X' od le¢e ako slika virtualna

Velicini slike y' 1 linearno povecanje ako je slika obrnuta
Polumjere zakrivljenosti udubljenih dioptara

Kao i kod zrcala slika moze biti:

ok~ own

Realna, tadaje x' >0,y' <0, m<0
Virtualna, tadaje X'<0,y'>0,m>0
Obrnuta, tadaje x' >0,y'<0,m<0
Uspravna, tada je x'<0,y' >0, m>0
m>1

o ~owbdE

Uvecana, tadaje y' >y,

6. Umanjena, tadaje y' <y, m <1

Moguci sluéajevi dobivanja slike u ovisnosti o udaljenosti predmeta od lece (sami provedite
konstrukciju slike):

1. Ako je x > 2f, tada je slika realna f< x' < 2f, obrnuta y' <0, umanjena -1 <m <0,
2. Ako je x = 2f, tada je slika realna x' = 2f, obrnuta y' <0, jednaka po veli¢ini predmetu m =
-1

3. Ako je f <x < 2f, tada je slika realna x' > 2f, obrnuta y' <0, uve¢anam < -1
4. Akojex =f, tada je slikau x'=4c00, M =+o0
5. Ako je x <f, tada je slika virtualna x' <0, uspravna y' > 0, uve¢ana m > 1
6. Ako je x— o tada je slika realna x'— f u Zari$noj ravnini, obrnuta y' < 0, umanjena
m—0
Primjer 11.4.

Predmet visok 3 cm nalazi se 60 cm daleko od divergentne le¢e kojoj je zariSna daljina 30 cm.
Odredite veli¢inu slike racunski i konstrukcijom.

RjeSenje
y=3cm
X=60cm
f=-30cm
y'=?



X'=—-20cm  (slika je virtualna)

y__ X
y X
X
y=-7"Y
X
y'=1Ccm

Slika 11.24. Divergentna le¢a

Divergentna lec¢a uvijek daje virtualnu, uspravnu i umanjenu sliku bez obzira na to gdje se predmet
nalazi.

Primjer 11.5.

Le¢om zariSne daljine 15 cm Zelimo na zastoru udaljenom 80 cm od predmeta dobiti sliku tog
predmeta. Koliko daleko od predmeta treba postaviti le¢u da bismo dobili jasnu sliku predmeta?

RjesSenje

f=15cm

d=80cm
X=7?

Kako sliku dobivamo na zastoru, slika je realna, pa vrijedi da je d = x + x'. Primjenjujemo
jednadzbu lece:
1 1 1

75 + o koju uvrstavamo x' = 80 — X, pa dobivamo:



1 1 1
—=—+

15 x 80-x
1 _ 80-x+x
15  x(80-x)

x(80 — x) = 1200
x? —80x+1200=0

Dobili smo potpunu kvadratnu jednadzbu koja ima dva rjesenja:

_ —b++b*-4ac

X =

L2 2a
X1=60cm X2 =20 cm
Opticki uredaji

Od raznih optickih uredaja kod kojih susre¢emo lece, opisat ¢emo oko 1 lupu.

Oko je priblizno kuglastog oblika, promjera oko 2,5 cm. Glavni dio oka je o¢na le¢a. Od predmeta
koji se nalazi ispred oka na mreZnici se stvara umanjena i obrnuta slika. Zari$na daljina le¢e oka
pri gledanju nekog predmeta mora biti takva da slika predmeta padne to¢no na mreznicu oka, pa
se ona mora mijenjati pomoc¢u o¢nih misic¢a koji drZze le¢u. Sposobnost o¢ne lece da joj se brzo
mijenja Zari$na daljina i tako stvara oStru sliku predmeta koji se nalaze na raznim udaljenostima
od oka zove se akomodacija oka.

Najblizu tocku na kojoj se oko moze akomodirati tako da se na mreznici dobije oStra slika zove se
bliza tocka koja za normalno oko iznosi 25 cm. To je za normalno 0ko najmanja udaljenost jasnog
vida.

Daleka tocka je tocka kod koje oko bez naprezanja stvara sliku na mreznici oka. Ona se nalazi u
neizmjernoj udaljenosti.

Mane oka su dalekovidnost i kratkovidnost. Dalekovidno oko od upadnog svjetlosnog snopa stvara
sliku iza mreZnice oka. Dalekovidnost se korigira konvergentnim le¢ama. Kratkovidno oko od
upadnog svjetlosnog snopa stvara sliku ispred mreznice oka. Kratkovidnost se korigira
divergentnim le¢ama.

Primjer 11.6.

Covijek ne moze jasno vidjeti predmete koji su blize od 1 m. Koju leéu mora upotrijebiti da bi
mogao Citati novine na udaljenosti 25 cm od ociju?



RjeSenje:

Xx=25cm
X=-1m
i=7

Slika koju daje le¢a naocala mora biti predmet za o¢nu le¢u, pa od predmeta koji se nalazi na
udaljenosti 25 cm mora stvoriti sliku na udaljenosti 1m. Dakle, leCa naocala mora biti
konvergentna jer se s iste strane mora nalaziti i predmet i slika, a to zna¢i da slika mora biti
virtualna. Kada smo to utvrdili, lako izra¢unamo jakost lece:

.01 01
J=—+=
X X
. 1 1
=t
025 -1

j=3mt=3dpt (konvergentna le¢a)

Primjer 11.7.

Ante se nalazi u ucionici i ne moze ostro vidjeti predmete koji se nalaze na udaljenosti vecoj od
75 cm od oka. Koju ¢e le¢u Ante koristiti da moze udaljene predmete ostro vidjeti?

RjeSenje:

Radi se o kratkovidnoj osobi koja mora koristiti divergentnu lecu koja mora dati sliku udaljenih
predmeta x — % na udaljenosti x' = - 80 cm od o¢ne lece (virtualna slika) da je oko jasno vidi.
Jakost lece bit Ce:

jolron 14

+ = — — =
X X' oo 0,75m 3

j =- 1,33 dpt (divergentna le¢a)

Jednostavno povecalo (lupa)

Povecalo sluzi za povecanje vidnog kuta pod kojim gledamo neki blizi predmet. Povecalo je
konvergentna leca ¢ija je zariSna daljina manja od blize toc¢ke oka (f <25 cm). Predmet se postavi
izmedu lece i zarista tako da daje poveéanu virtualnu sliku predmeta na polozaju blize tocke oka,
pa oko stvara na mreznici povecanu realnu sliku.



Slika 11.25 Konvergentna le¢a kao povecalo

PITANJA | ZADACI

13.
14.
15.

16.
17.

Nabrojite osnovne zakone geometrijske optike. Sto pomocu njih mozemo objasniti u
optici?

Napisite jednadzbu za ravno i sferno zrcalo?

Nabrojite boje spektra vidljive svjetlosti. Koja boja ima najvecu valnu duljinu, a koja
najmanju? Napisite jednadzbu koja povezuje valnu duljinu, frekvenciju i brzinu svjetlosti.
U kojim granicama lezi vidljiva svjetlost s obzirom na valnu duljinu i frekvenciju?

Kakva je slika u ravnom, a kakva u sfernom zrcalu?

Komentirajte indeks loma?

Sto je disperzija svjetlosti?

Kako nastaje elektromagnetski val?

Kakva je veza izmedu brzine elektromagnetskog vala i permitivnosti sredstva?

. Kolika je permitivnost stakla ako je indeks loma n = 1,58?
. Kakva je veza izmedu elektri¢nog i magnetskog polja u elektromagnetskom valu?
. Elektri¢no polje svjetlosnog vala dano je izrazom

Vv .
E{a} =0,7sin z(2-10"t[s]- 4-10° x[m]) . Odredite amplitudu, frekvenciju, valnu

duljinu, period i brzinu.

Pokazite vezu izmedu indeksa loma, permitivnosti i permeabilnosti.

Nabroji spektar elektromagnetskih valova redom poc¢evsi od najvece valne duljine.

Na zastoru udaljenom 1,2 m od tjemena sfernog zrcala zZelimo dobiti dvostruko uvecanu
sliku predmeta. Koliki mora biti polumjer zrcala?

Kako biste odredili koje naocale imaju pozitivnu, a koje negativnu dioptriju?

Izvedite formulu za promjenu valne duljine pri prijelazu elektromagnetskog vala iz jednog
medija u drugi.



18. Predmet je udaljen 10 cm od konvergentne le¢e Cija je zariSna daljina 14 cm. Kolika je
udaljenost slike od leée? Sto znadi predznak te udaljenosti? Sto ako je predmet udaljen 15
cm od le¢e? Primjer rijesite i graficki i raGunski?

19. Usporedimo normalno, dalekovidno i kratkovidno oko. Na koji se nac¢in pomocu lece
ispravlja dalekovidnost, a na koji nacin kratkovidnost?

12. UVOD U KVANTNU FIZIKU

Kvantna fizika nastala je pocetkom 20. stoljeca iz problema klasi¢ne teorije toplinskog zracenja.
Rayleigh i Jeans proucavali su spektar Koji emitiraju uzarena tijela koriste¢i se klasiénom
elektrodinamikom i statistikom. Teorijski rezultat bio je u nerjeSivoj suprotnosti s
eksperimentalnim rezultatima. RjeSenje tog problema iznio je Max Planck na sastanku njemackog
fizikalnog drustva 14. prosinca 1900. godine. On je pretpostavio da atomi imaju kvantizirana
energijska stanja i da pri prijelazu iz jednog (viSeg) kvantnog stanja u drugo (niZe) emitiraju
energiju u obliku kvanta, a ne kontinuirano kao $to je pretpostavljala klasi¢na fizika.

Albert Einstein je 1905. protumacio fotoelektri¢ni u¢inak pretpostavljajuci da se elektromagnetsko
zraCenje (svjetlost) ponasa kao roj Cestica (korpuskula) u interakciji s atomima, a 1923. godine
A.H. Compton svojim Comptonovim ucinkom jo§ je bolje potvrdio cestinu prirodu
elektromagnetskog zraenja. Danas postoji niz poznatih pokusa koji nedvojbeno potvrduju da se
elektromagnetsko zraCenje ponasa kao Cestica u svojoj interakciji s tvari, a kao val Sireci se
prostorom. Elektromagnetsko zracenje ima dualnu prirodu: valnocesticnu. Takvo ponasSanje
fizi€ari nazivaju kvantnim ponaSanjem.

Datum 14. prosinca 1900. godine smatra se rodendanom kvantne fizike.

12.1. TOPLINSKO ZRACENJE

Toplinsko zracenje emitiraju tijela ¢iji su atomi ili molekule pobudeni termickim gibanjem.
Pokusima je utvrdeno da uZzarena tijela uz ostala zracenja zrace 1 vidljivu svjetlost. Propustanjem
svjetlosti kroz opticku reSetku ili prizmu nastaje emisijski spektar. Iz njega mozemo saznati koje
valne duljine sadrzi emitirana svjetlost.

Dakle, svako ugrijano tijelo zraci elektromagnetskim zracenjem raznih frekvencija. To zracenje
fizicari zovu zraCenje crnog tijela. Crno tijelo je tijelo koje bi upilo svako elektromagnetsko
zraCenje. Crno tijelo na temperaturi T emitira elektromagnetsko zracenje raspodijeljeno po valnim
duljinama kao na slici 12.1.
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Slika 12.1. Spektar crnog tijela na razli¢itim temperaturama

Njemacki fizicar W. Wien otkrio je temeljem pokusa da vrijedi zakon:

A T=C

gdje je 4, valna duljina kojoj pripada maksimalna energija zragenja apsolutno crnog tijela, T je
apsolutna temperatura na kojoj apsolutno crno tijelo zraci, C je Wienova konstanta koja iznosi C
=2,89-10°m K.

Slovenski fizicar Jozef Stefan temeljem pokusa, a austrijski fizi¢ar Ludwig Boltzmann teorijskim
razmatranjem dosli su do istog zakona, Stefan-Boltzmannovog zakona:

| =oT?

gdje je | ukupni intenzitet zracenja apsolutno crnog tijela, o je Stefan-Boltzmannova konstanta
koja iznosi 6 = 5,67-108 W m? K*, T je apsolutna temperatura.

Engleski fizi¢ari Rayleigh 1 Jeans doSli su do zakona zracenja:

82

C3

E KT

gdje je k Boltzmannova konstanta, ¢ je brzina svjetlosti (elektromagnetskih valova) u vakuumu, a
f je frekvencija svjetlosti.



Iz Rayleigh-Jeansova zakona vidljivo je da energija zraCenja neprestano raste s porastom
frekvencije (slika 12.2.), §to je u suprotnosti s eksperimentom.

Wasicy,

frekvencija

Slika 12.2. Ovisnost spektralne gustoée o frekvenciji

Suprotnost je rijesio Max Planck 1900. s posve novom idejom o diskontinuiranosti fizickog
zbivanja. Planck je izveo ispravan zakon zradenja uz neobi¢nu pretpostavku, da energija
harmonijskog oscilatora, koji titra s frekvencijom f, moze biti samo cijeli broj odredenog kvanta
energije

E = nhf
gdje je h Planckova konstanta (h = 6,625-1034Js),n=1,2, 3, 4, ...)

Pokazao je, takoder, da toplinska energija u podruc¢ju normalnih temperatura nije dovoljna da
pobudi visokofrekventne oscilatore 1 zato se intenzitet zracenja za kratke valne duljine smanjuje.
Tek je visoka temperatura dovoljna da uzbudi visokofrekventne oscilatore. Njegovom teorijom
dobro su opisani eksperimentalni rezultati njegovim Planckovim zakonom zracenja crnog tijela:

2afe 1 . 27hc? 1
I = 2 hf ili 1, = 5 he
© e e —1

gdje je lf spektralna gustoéa zraCenja, ffrekvencija, A valna duljina, k Boltzmannova konstanta (k
=1,38:102 J/K, c je brzina svjetlosti u vakuumu, e je baza prirodnih logaritama (e = 2,71828...),
h je koeficijent u Planckovoj hipotezi kvanta.

Za Planckov zakon zracenja crnog tijela mogu se rabiti i izrazi
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gdje je If gustoca energije po frekvenciji.
Moze se pokazati da se Planckova formula u specijalnim sluc¢ajevima moze svesti na Rayleigh-
Jeansovu.

Wienov i Stefan-Boltzmannov zakon koji su bili poznati prije Planckova zakona mogu se takoder
izvesti iz Planckova zakona.

4 Prema ultraljubi¢astom
zracenju

Rayleigh-Jeansov zakon

enzititet zracenja

== T Planckov zakon

~

| frekvencija

Slika 12.3. Uz Planckov zakon

12.2. Fotoelektri¢ni u¢inak
Fotoelektricni ucinak je pojava izbijanja elektrona iz metala obasjanog elektromagnetskim

zraCenjem (svjetlosti). Fotoelektri¢ni uc¢inak otkrio je Hertz 1887. godine. Albert Einstein (1879.
— 1955.) godine 1905. upotrijebio je fotoelektriéni uc¢inak kao dokaz fotonske prirode vidljive

svjetlosti, a time 1 cijelog spektra elektromagnetskog zracenja.

Na slici 12.4. je shematski prikaz uredaja za ispitivanje fotoelektricnog ucinka.
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Slika 12.4. Ispitivanje fotoelektri¢énog ucinka Slika 12.5. U-I karakteristika

A

U vakuumiranoj staklenoj cijevi su dvije elektrode (katoda i anoda). Katoda je od metala koji se
ispituje. Kada se katoda obasja odgovaraju¢im elektromagnetskim zracenjem (svjetlosti), iz nje
izlije¢u elektroni koji se u elektricnom polju gibaju prema anodi. Tako se strujni krug zatvara 1
krugom tece struja koju pokazuje ampermetar A, a voltmetar V mjeri napon izmedu katode i
anode. Tako mozemo odrediti U,I karakteristiku (slika 12.5), tj. krivulju koja pokazuje ovisnost
fotostruje | 0 naponu U izmedu katode i anode pri stalnoj jakosti svjetlosti. Sto je jakost svjetlosti
veca, to je veci 1 broj emitiranih fotona. Jakost (intenzitet) svjetlosti utjeCe samo na broj
fotoelektrona (veca jakost, veci broj fotoelektrona).

Povecavanjem napona izmedu elektroda povecava se jakost fotostruje sve do zasic¢enja (Im1 i Im2).
Smanjivanjem napona smanjuje se i jakost fotostruje. Kada se napon smanji na nulu, fotostruja i
dalje tece (fotoelektroni 1 dalje izlaze iz katode). Ako je anoda pod negativnim naponom, struja se
smanjuje i konacno prestaje te¢i kada napon dosegne vrijednost U,. Taj napon pri kojem struja
prestaje te¢i nazva se napon zaustavljanja (U;). Napon zaustavljanja potpuno zaustavi i najbrze
fotoelektrone oslobodene na fotokatodi pa vrijedi:

mv?

— maks — eU

Ek(maks) 2

Dakle, mjere¢i napon zaustavljanja mozemo odrediti maksimalnu brzinu i maksimalnu kineticku
energiju fotoelektrona.



Millikan je prvi dokazao da maksimalna kineticka energija, odnosno napon zaustavljanja
fotoelektrona ovisi samo o frekvenciji svjetlosti.

Fotoelektri¢ni uc¢inak nemoguce je protumaciti valnom prirodom svjetlosti. Prema valnoj teoriji
svjetlosti, na izbijanje elektrona trebala bi jace djelovati svjetlost veceg intenziteta, a pokazalo se
da nije tako. Naprotiv, pokusi pokazuju da je brzina, a time 1 kineticka energija fotoelektrona to
veca §to je frekvencija svjetlosti veca.

Fotoelektri¢ni efekt je 1905. godine objasnio Albert Einstein korpuskularnom teorijom svjetlosti,
a R. A. Millikan je 1914. eksperimentalno dokazao da postoji grani¢na frekvencija ispod koje
nema fotoefekta i tako potvrdio Einsteinovu teoriju.

Prema Einsteinu, potaknut Planckovom hipotezom o kvantima, iz izvora svjetlosti izlaze kvanti
svijetlosti koji se zovu fotoni. Svaki foton ima energiju:

E=hf=h<
2

gdje je h = 6,62607015-10%J s~4,13566743-10"° eV s Planckova konstanta (jedna od osnovnih
fizikalnih konstanti), f frekvencija svjetlosti (elektromagnetskog zracenja), A valna duljina
svjetlosti.

Foton moZemo smatrati Cesticom svjetlosti. Prema relativistickoj fizici, energija neke cestice,
njezina masa 1 koli¢ina gibanja povezane su jednadZbom:

EZ — p2C2 +m2C4

Fotoni se nikada ne ubrzavaju, nego se ¢im nastanu gibaju brzinom svjetlosti. Prema tome, fotoni
nemaju tromost ni masu, pa za njih vrijedi:

E2 = p2C2 = E = D

P c P A
Ako svjetlost shvatimo kao roj fotona, lako moZemo objasniti sve pojave povezane s fotoucinkom.
Prema Einsteinu, do fotoucinka dolazi tako $to se foton pri upadu na metal u povrSinskom sloju

sudara sa slobodnim elektronom, predaje mu svu svoju energiju, foton nestaje, apsorbira se, a
elektron, ako je dobio dovoljnu energiju, izlijece iz metala.

U tom procesu, dio energije fotona trosi Se na oslobadanje elektrona iz metala (izlazni rad W;), a
preostali dio pretvara se u kineticku energiju fotoelektrona:

E; =W, +E,

maks)

2
hf =W, 4+ o
2



To je poznata Einsteinova jednadzba za fotoelektri¢ni u¢inak u kojoj je:

2
_ mvmaks

k,maks —
2

E

maksimalna kineti¢ka energija koju fotoelektron moze imati (kineti¢ka energija onih elektrona koji
se pri izlazenju iz metala nisu sudarili s nekim ionima ili elektronima u metalu), zato vrijedi:

2

T <hf -W,
2

Do fotoucinka ¢e do¢i ako je:

E>W,

tj. ako je frekvencija svjetlosti takva da vrijedi:

hf >W.

Zakljucujemo da je grani¢na frekvencija za pojedini metal odredena izlaznim radom:

W. = hf f,=—
I g g h
Za svaki metal postoji grani¢na frekvencija svjetlosti (najmanja frekvencija svjetlosti) fg ispod
koje nema izbijanja elektrona ma kako velik bio intenzitet upadne svjetlosti. Fotoefekt ¢e nastati
samo onda ako je frekvencija svjetlosti f > fg (odnosno valna duljina svjetlosti 1 < Ag, Ag je najveca
valna duljina svjetlosti kod koje je mogu¢ fotoucinak), neovisno o jakosti svjetlosti.

Grani¢ne frekvencije i valne duljine svjetlosti i izlazni rad ovise o vrsti metala (tablica 12.1.) Za
vecinu metala nalaze se u ultraljubicastom podruéju, a za cezij i natrij su u vidljivom dijelu spektra.

Metal Cezij Natrij | Cink | Bakar Zeljezo Srebro
fy /Hz 4,7-10% 5,5-10% | 10-10** | 11-10% 11,45-10% | 11,5-10%
Ag/nm 638 540 300 273 262 261
WileV 1,89 2,27 3,74 4,47 4,74 4,76

Tablica 12.1. Grani¢ne frekvencije i valne duljine i izlazni rad za neke metale

Fotoelektroni koji se pri izbijanju iz metala sudare s ionima ili elektronima imaju manju kineticku
energiju, pa Einsteinovu jednadZbu mozemo pisati:

E, <hf -W.



1 moze imati vrijednost nula ili neku drugu vrijednost.
Maksimalna kineti¢ka energija fotoelektrona dobivena eksperimentalno ima oblik (slika 12.6.):

E h(f - f,) ili eU =h(f - f,)

k,maks =

Gornje relacije predstavljaju jednadzbe pravca na slici 12.6.

Ek,maks/eVA

4 4
£
E
= mj

A

A

=

A A

Slika 12.6. Ovisnost Exmaks 0 frekvenciji upadne svjetlosti

Eksperimentalna je ¢injenica da broj fotoelektrona ovisi o intenzitetu elektromagnetskog zracenja
(svjetlosti). I tu pojavu objasnjava CestiCna priroda zracenja. Veci intenzitet znaci veci broj fotona,
a onda je veci 1 broj izbacenih fotoelektrona.

Interferencijom, difrakcijom i polarizacijom svjetlosti (elektromagnetskog zracenja) pokazana su
njezina valna svojstva. Fotoucinak i jo$ neke pojave (Componov u¢inak) dokaz su Cesti¢ne prirode
zracenja. Zaklju¢ujemo da svjetlost (elektromagnetsko zracenje) ima 1 valnu 1 ¢esticnu prirodu
(dvojnu prirodu).

Primjer

U nekom eksperimentu, nakon obasjavanja srebrne plocice, izbijene elektrone s maksimalnom
kinetickom energijom zaustavio je napon od 2 V. Koliki je izlazni rad uzorka ako je energija fotona
kojima je bila izloZena 6,4 eV?

RjesSenje
u=2Vv
Er =6.4eV

Wi=?



E, =W +E

k,maks

W. =E, -E E eU

k,maks k,maks =

W, =E; —eU

Wi=6,4eV-2eV
Wi=4,4eV

Primjer:

Povrsina nekog metala obasjana je svjetlos¢u valne duljine 589 nm, a zatim valne duljine 405 nm,
1 pritom se za napone zaustavljanja dobiju vrijednosti 0,2 V i1 1,16 V. Iz tih podataka izracunajte
Planckovu konstantu i izlazni rad metala.

Rjesenje:

A1 =589 nm

A2 =405 nm

U, =02V

U =116V

h, Wi=?

hc

— =W, +eU,

Al

hc

—=W, +eU,

12

h — e(UZ _Ul)
c_c
A4, A4

h=6,6377739-102* J s
h

W, =% _eU,
A4

Wi =3,054-10"1°J = 1,909 eV
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18.

Sto je idealno crno tijelo? Kakvo je toplinsko zraéenje koje emitira crno tijelo?

O ¢emu govori Stefan-Boltzmannov i Wienov zakon?

Napisite Planckovu formulu za spektar zracenja crnog tijela kao funkciju frekvencije i
valne duljine i objasnite je.

Objasnite ultraljubicastu katastrofu.

Objasnite kvantizaciju koju je Planck uveo u fiziku objasnjavajuci toplinske spektre.

Sto je Planckova konstanta? Dokazite da se ona iskazuje istim jedinicama kao moment
koliCine gibanja.

Navedite eksperimentalne Cinjenice povezane s fotoelektricnim u¢inkom. Mogu li se one
objasniti znanjima klasi¢ne fizike?

Kako je Einstein objasnio fotoucinak? Objasnite Einsteinovu relaciju koja povezuje
energiju fotona s energijom fotoelektrona.

Povezite energiju fotona s njegovom koli¢inom gibanja.

Struja fotoelektrona proporcionalna je jakosti svjetlosti. Zasto?

Koliko fotona svake sekunde emitira radioodasilja¢ snage 10 kW koji radi na valnoj duljini
200 m?

Nalazi li se u vidljivoj svjetlosti foton energije 0,36 aJ?

Izraunajte energiju i koli¢inu gibanja fotona u laserskom svjetlu helij-neonskog lasera
kojima je valna duljina 6,328-10" m?

Koliki je izlazni rad za cink ako je grani¢na valna duljina za fotoucinak za cink 295 nm?
Rezultat iskazite u elektronvoltima.

Metal kojemu je izlazni rad 1,9 eV obasjamo svjetlos¢u valne duljine 589 nm. Koliki je
napon zaustavljanja potreban da bi prekinuo emisiju fotoelektrona iz metala?

Kolika je maksimalna energija i brzina elektrona koji iz metala izbacuje gama-zracenje
frekvencije 1,23-10%° Hz?

Emisija fotoelektrona s neke povrsine prestaje ako se valna duljina svjetlosti poveca na
vise od 5,4:-107 m. Ako tu povriinu obasjamo svjetlos¢u valne duljine 4,36-107" m, kolika
je maksimalna energija i brzina elektrona? Koliki bismo napon morali upotrijebiti da
zaustavimo emisiju elektrona?

Pri pokusu za odredivanje Planckove konstante dobiveno je da zradenje frekvencije 8-10°
Hz izbaci iz metala elektrone energije 25 eV, a zradenje frekvencije 3-10%° Hz izbaci iz
istog metala elektrone energije 6 eV. Kolika je vrijednost tako dobivene Planckove
konstante?
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